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PROGRAMA DE ESTUDIOS 


COMPETENCIA GENERAL DE LA UNIDAD DE APRENDIZAJE: 


Resuelve problemas con integrales de una variable, mediante el teorema fundamental del cálculo y los 
métodos de integración en su entorno académico, social y global. 


UNIDAD DIDACTICA 1. INTEGRAL INDEFINIDA. 


Competencia particular. 


Resuelve integrales indefinidas mediante el concepto de la derivada y transformaciones algebraicas (cambio 
de variable, potencias trigonométricas,...) en su entorno académico. 


RAPI 

Obtiene la antiderivada de funciones con una variable real, en su entrono académico. 
RAP2 

Resuelve integrales inmediatas mediante el uso del formulario, en su entorno académico. 


RAP3 


Resuelve integrales reducibles a inme 


diatas, a través de transformaciones algebraicas, en su entorno 
académico. l 


UNIDAD DIDACTICA 2. MÉTODOS DE INTEGRACIÓN. 


Competencia particular. 


Resuelve integrales empleando los métodos de integración ( 


por partes, sustitución trigonométrica, 
fracciones parciales), en su entorno académico. 


RAP1 
Resuelve integrales por el método de integración por partes, en su entorno académico. 


RAP2 
Resuelve integrales por el método de sustitución trigonométrica, en su entorno académico. 


RAP3 | 
Resuelve integrales por el método de fracciones parciales, en su entorno académico. 


UNIDAD DIDACTICA 3. INTEGRAL INDEFINIDA. 


Competencia particular. | | 

Resuelve problemas de la integral definida (área bajo la curva,...) en su entorno academi9so, social y global. 
RAPI | | 
Establece el teorema fundamental del cálculo con base en los problemas que dieron origen al cálculo 
integral, en su entorno académico. 

RAP2 
Resuelve problemas geométricos a través del teorema fundamental del cálculo , en su entorno académico. 


RAP3 es : 
Resuelve problemas que involucren a la integral definida, en su entorno social y global. 
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- Larson. Cálculo Diferencial e Integral. Mc. Graw Hill. 
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- Stewart, James. Cálculo conceptos y contextos. Thomson. 
-  Ayres, Frank. Cálculo Diferencial e Integral. Mc. Graw Hill. 
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ACADEMIA DE MATEMATICAS 


l LA DIFERENCIAL DE UNA FUNCIÓN 


Para calcular la diferenci 
ial d ie : 
NOM pen yn función, se deriva la función y una vez simplificado el resultado se sustituye 
mentar ded » - de acuerdo con los valores específicos de X= Xo Y del cambio (incremento O 
a variable 1 : å , l . , 
e independiente (Ax Ó dx) realizado a partir de X, la diferencial representa el valor 


' — aproximado del cambio real 
(Ay) que en consecuencia se obtiene en la variable dependiente. Esta aproximación 
y mejora en la medida que 


= se hace con la recta t 
aca da | ¡gente a la grafica de la función en el punto cuy a abscisa es Xo 
e la variable independiente se aproxima a cero. 





= 
me | Definición: 
"1 | po gl De acuerdo con la siguiente figura, geométricamente es la 
E Pa dy = dfoo longitud del segmento df(x,) para cada valor de la variable 
= fos PC | independiente X, € incremento Ax . A partir de la representación 
| "d | - , B df (xo) l 
` geométrica de la derivada, se deduce: M = tarv a = mco a 
e ' despejar df (x,) se obtiene: df (xə) = F '(x,)dx. 
A Xo X,+ AX 
Rid 
y 
Aclaración: 
E Formalmente la expresión generalizada de la diferencial es a su vez un& función de dos variables F (x, AX), sin 
embargo en este curso las aplicaciones se concretarán a evaluar, para valores determinados de estas variables. 
d 


Observa el desarrollo, en el ejemplo siguiente: 


4542 
is bui P. si Yy=72 ^» A 





= Obtén la diferencial de la función: |. S(Y)==37 y 10 
(7 Solución: Se obtiene la función diferencial y se sustituyen los valores. 
= 1. Para derivar Se transforma el radical a exponente fraccionario; para aplicar la fórmula correspondiente se 
identifica la última operación en el orden de ejecución indicada en la expresión analítica de la función, se 
Eza continúa y aplica sucesivamente el mismo criterio al indicarse una derivada para elegir la siguiente fórmula, 
esto es, la regla de la cadena se encuentra inmersa en este procedimiento. 
d d | y(5+ 2y)? 
EEH —Llf (y)] A 2 
dy dy| 3-y 
arar 2 alu lol 
— —— soid «das a A —| — UK M 
2. La división €s la última operación por lo tanto empleamos la fórmula a a A 
==: 
d Es i. q 
0-92 [ws 205 ]-u6 29 7 [3-1] 
Lf (D) 2 2V 
y (3-v^) 


ellas; en la primera 


rva de izquierda a derecha cada una de 
leamos la fórmula 


umerador se indican dos derivadas, obse 
de dos funciones por lo tanto emp 


3. Enel n r 
a última operación €s el producto 


derivada l 
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tuo] = iube Eta) para la derivada indicada en el segundo término es la resta la última operación, 
x 


entonces empleamos la fórmula (fa +y]= [uli 10) con él signo (-). 


G-a) u il+] (S 20) u]|-a 8729] zr (81- ^1 
(3-y^) 


4. En el paso anterior se indican cuatro derivadas en el numerador, procediendo como en el paso 3, en la 
derivada del primer término la ültima operación es la raíz, expresada como potencia por lo tanto se aplica la 


formula de una potencia Hu] - nu^? Epa), la segunda es la derivada de la variable independiente 


go] 


d , » 
(Eta = 1] en el segundo término del numerador, en la diferencia de las dos derivadas, se indica la derivada 


de una constante (o = o), y en la última derivada indicada, la operación final es la segunda potencia de la 


variable independiente, entonces se aplica la derivada de la potencia de una función. 


| - y?) 


5. En este paso se indican dos derivada en la primera, utilizamos la fórmula para la suma de funciones 


d luta]= d lul Lo] con el signo (+), en la segunda se aplica la fórmula para derivar la misma variable 
independiente. 
1f d d 
: 1 y(3-y)(5 29)? bl su] |+(3-41)/5+23 -y45*2y|-2yQ)] 
L f e 1—_ a RU MI Ma ÀÀM c (ie 
a, O) (3-y?) 


: ; a 3 d d 
6. La primera indica la derivada de una constante, para la segunda se aplica la fórmula Ceu] = cu] 


e SER 52g 
d E Ta 
a) [5-9 





7. Para la última derivada indicada, se aplica la fórmula de la integral de la variable independiente. 


y(3-y°) 2 
NTA (3-y?),/5+2y +2y? J5 « 2y 





e [/Q)]- — 
á (3-y*) 
8. Una vez que se han terminado de obtener todas las derivadas se procede a simplificar algebraicamente. 
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Ma. (3 -y?)./[5+2y +2y? [5 - 2y 
Tiro- — 
3-y 


y(3-y2)+(83-y(/5+2y) +24? (45^ 2y) 
d 
aj ()]- LE 
(3- v^) 
y(3-y?)+(3-y?)(5+2y)+ 24° (5 * 2v) 
d 5 +2y 
E i A 
aj ol (5-7) 
d 3y-y? +15+6y-5y" -2 3 410y? +4y” 
F | 3y- JU y y y 
ay (3-y^) 45*2y 
9y+15+5y tV 


T) y) J5«2u 


9. A continuación se sustituye en la definición de la diferencial de una función (df (x; ^x) 7 f Go dx). 


l +15+5y? + y” 
-y ) 45 + 2y 
Wider +y d 


de (3-y?) 45*2v 


-Z donde Ay = dy, (la variable independiente se denota con y) 








10. Se sustituyen los valores y = -2 y Ay= 


a obtener la minima expresión. 
s^ Cres Jc 
ar(-2-56)" al a 
- (2-39) (e % md rd 
a) o 


df (- 2)- -— 


Y se simplifica hast 


[LLL ELLUELELBELESRSMTSESELLITTTP R 


9y +15+5y* +y“ +y 


Por lo tanto la función diferencial es df (y) dy ; para los datos proporcionados el valor de la 
(3-y 2) (3-y 542y. 


— m 


9 
diferencial es af (-2.-15 2) Een 
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Ejercicios: 
A) Obtén la función diferencial de cada una de las siguientes funciones (df (x) = f '(x)dx) . 
_ | 2 
1. r(s) =e“ cos? s R: dr - -eh | senas - 98 > Jas. 
2s 
2. v=arctanxyxl+ x R: dum M LL od 
2414 x (x? +x? +1) 
2 + 
3. F(u) =1n? (1 +In%u?) R: dF (u) = Tea m ü uiis | u. 
u (1 In?u?) | 
4. z=In(l1+InuY R: dz - —— du 
u(1+ In u*) 
y — 
s y E te” B: dus-c— li. 
e" —e (el -e") 


B) Calcule el valor de la diferencial de cada función en el punto 


dado y para el incremento indicado 
(df (x5, ^x,) = ERCE donde AXo = dxo) s 





l y= -2x 45 X% = 2 a k: NA 
100 20 
2 
£3 iv = 4 a fh =1 Apot R: 2X6. 
l+r 25 60 
xX c TT 
De x)= sen 2x + tan — E AX =-=—— ONE UM 
f(x) 4 : 180 72 
4. g(x) 2 In? (x ^e) Xo =0 Ax=e” R: EA 
e 
2 , 
O. y = x! arc sen x Xy = — Ax 2-101 R: N2Q 2) 
2 40 
E D -1b5 Av = -2 R: LE 
6. t? : 99 


APLICACIONES DE LA DIFERENCIAL DE UNA 
FUNCION 


APROXIMACIÓN LINEAL. 
a) Calcula mediante diferenciales el valor aproximado ( f(x+ Ax) s f ( Xo) + df (xs, AX) de ls niente 


valores: 
1) 426.91. 


Solución: Aplicar la fórmula f(x+Ax) & f(x,)+ f'(x,JAx para obtener el valor aproximado al valor de 


2126.91 , se requiere identificar y proponer la función y los valores de: x, +Ax . X ; Ax estos últimos son 
, ) ) ) 


respectivamente cl valor que se desea calcular, el valor de aproximación (el cual es un valor exacto y con mayor 
proximidad al valor deseado, garantizando con esto una mejor aproximación) y la diferencia entre el valor real y 
el valor de aproximación (el valor incrementado o decrementado a partir de xo). 


x, +Ax=26.91 xcd =27 Ax = (x + Ax) - (x) 
Ax =26.91-27 
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——————————— ACADEMIA DE MATEMATICAS 
RR Ax =-0.09 
9 
y Ax ee 
100 
" La función que se identifica y propone es 
f G0 2 Ax 
E 1 
| f(x) =x 
La derivada y la diferencial de la función, son respectivamente: 
1 
E 
zi f'o) =z 
— dx 
3 
= y g _ 
La función f(x) y la diferencial de la función df (x) se evalúan en X, = 3% , Ax--190' donde dx=AX, por 
= lo tanto: 
_ i 1 9 
e f(3 ) = (33)3 ars B 9 )- -100 
3 ) 2 
[n = (3) 1097 (oF 
f(93)-3 E 9 
| hdi 6 
n 300(3)3 
T 9 
== — 5 
100(3) 
ve o 1 
100(3) 
=> 1 
e df(3)2-—— 
300 
= 
s sustituyendo en la fórmula de aproximación lineal: 
- 1 
26.91) z 3 +| -—— 
= TN 20) 
—— 
f(26.91) « 999 
m— i 300 
Y 899 -= i o al 
2126.91 = 0.996662956... (Valor de la calculadora). LO 2.996 (Aproximación lineal) 
rw 2.996662956 < 2.996 , comparativamente, la aproximación es el de cien milésimos. 


326.91 x 899 


300 


2) tan 46 


Solución: Para funciones trigonométricas inversas O directas nótese que se requiere transformar los grados a 
dar que los grados son adimensionales. 


radianes, recor 
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ACADEMIA DE MATEMATICAS 
WIALLOLL AAA A nn nn A A A A A AAA MM M— — — 


Tc Tc 
. 40° = 45° + 1° = — 4 ——radianes 
En este caso: 4 180 


Ax 2 Gc Ax) - (x) 


X*AX LA LL. X, = a 
4 180 4, 7 
Ax = — 
180 
Se propone la función: f(x)=tanx 


Ahora la diferencial de la función es: 


df (x) = sec? x dx 
La función f(x) y la diferencial de la función df (x) se evalúan en x, = “radianes , AX = 280^ adianes 


recuerda, sólo para la variable independiente dx - Ax, por lo tanto: 


a 50)” ral) 











c c rd E 
— |z X = c^ 45'| —— 
5(&) am dd ES | 
TT 
EE ar (5) 2 
- “a a ) 
180 3 
EE 
90 z 
Aplicamos la fórmula de aproximación lineal f x + Ax) ~ f (x,)+ f'(x )Ax . E: 
d a 
c c m  90+7 
—-H— | R — 14 — = 
(535) "(5 ) HN Pao)" 90 90 P 
Mediante la calculadora: tan46 =1.035530314... B A 
+7 21.034906585... m. 
1:035530314... > 1.034906585...la aproximación es del orden de centésimos. EN 
. 90+7 
tan 46" « 
90 a 
3. arccos0.85 IM, 
la fórmula: f(x+Ax)= Tr (x,)(Ax) , previa identificación de los valores S. 


Solución: Sustituyendo en 


; AG dientes. 
correspon 2 Ax - 0.85 4/3 Ax 2 (x * Ax) - (x) aN 
0 a7 Xo a ? " E 17 X3 | 
+ AX = ~ 0.8660254038... "^ 20 2 





6 


20 Xo 
171048 
Ax -————— 
20 
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Se propone la función: 


f(x) » arccos x 


La diferencial de la función es: 


df s-rodx 
dx 


l-x 





2 


J3 


La función f(x) y la diferencial de la función df(x) se evalúan en x, == y Ax 


dx= Ax, por lo tanto: 


B 
f(E) -arccos E 48 17-1043 \_ 
ACC 
(E) saa 
2 6 


Sustituyendo en la fórmula de aproximación lineal f (x Ax) ~ f (,) * df (x9, ^X) - 


3 17-1043 17-1043 \ _ 57 -51+ 3043 
f (0.85) = (Era E MPA) O _ 55143043 


6 10 30 30 
o A 
Por lo tanto: arc cos 0.85 ~ 0.5556495832... 
Ejercicios: | . soon: 
1. (100.012)? OO 
y p. 16199 
2. (26.995)3 => 
4 R: 15001 | 
3. (7.996) 5 a 
1527 
" = 3 2 — a o | 
4. f (2.03) para f(x) x 4x! - 5x * B 





, donde 


17 -1043 
20 


17 1043 
20 





S(a«ed3)-51 
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Sree 





5. sen 31^ " 180+ 437 
360 ` 
b. COSSA” p. 180 + V37 
360 
T. cot 46? R: 90 — 
90 
8. arc sec 2.02 " 1007 + J3 
300 
9. arctan 0.98 | 252-1 
100 . 
10. arc sen 0.54 R: IRT TN 4 3 
' 150 


LA DIFERENCIAL COMO APROXIMACION DEL CAMBIO REAL DE UNA FUNCION. 


Ejemplo: 


Calcula el volumen aproximado de un cascarón esférico, el radio interior mide 1m y el radio exterior es de 
1.085 m. 


Solución: El primer paso será hacer una lista de los datos: 


V : volumen del cascaron esférico. 
r.: radio interior del cascaron 


x esférico. 
| r: radio exterior del cascaron 
ke | esférico. 
y | nim 
r, -1.085m M 
x 200 


Calcular el volumen aproximado del 
cascaron, denotado asi: Vo, 
Analizando el ejercicio, se considerarían dos esferas; al volumen de la de mayor radio se le restar el volumen de 
la de menor radio para obtener el volumen exacto del cascaron. 

Aplicando la diferencial: el radio interior se considera como r, =1m y la diferencia entre el radio exterior y el 


interior el incremento del radioAr , a partir de (3 para obtener el volumen aproximado del cascaron; como a 


continuación se detalla: 


Para efectos de comparar la aproximación que se obtiene con la diferencial, a continuación se calcula el 
volumen exacto del cascaron (Vas. ): 
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v -4 47089-40000 


3 


cas. T 
- 8 40000 
(4 il 7089 | 
"* 3 140000 
| 2363 
case 10000 





r x 0742358344... m^ 


Observa que el volumen 
exacto, esta del AUSSEN calculado aproximadamente con la diferencial es mayor que el real o 
; i aproximación mejora si el espesor (Ar) es menor. 


Ejercicios: 
1. Se aplica una capa de pintura de espesor uniforme AR al exterior de una bóveda hemisférica de radio R 


metros. Determina aproximadamente la cantidad de pintura necesaria para este fin. R: 2(1 0?) RÍTAR litros. 


Cuantos cm? de 


^? ^ 1 . * . D . 9 
2. Se está inflando un globo esférico con aire a presión uniforme. Si el diámetro es de 12cm 4 
R: 367 cm?. 


aire se necesitan aproximadamente para aumentar el diámetro en 0.5cm ? 


3. Obtén el cambio aproximado en el volumen de un cubo cuyas aristas de xcm, se incrementan cada una en 
1%. R: em. 
100 


4. Obtén la variación aproximada en la superficie total de un cilindro circular recto cuando: a) El radio se 
idad Ah . b) La altura permanece 


mantiene constante mientras que la altura se incrementa en una pequeña canti 
constante mientras que el radio varia en una pequeña cantidad Ar . c) La altura en todo momento es tres Veces 


36 
el radio, aumentando este ültimo de 2 a 2.045cm . R: aJ2zrAh . b) 2a (h+ Dr JAT 57 cm. 


5. Un tubo cilíndrico tiene UN radio interior de 20mm y el exterior mide 20.5mm , si la longitud del tubo mide 
R: 12007 mm'. 


6cm , obtén el volumen aproximado del tubo. 


6. Cuanto varía aproximadamente el área de un sector circular de radio r=1m y ángulo central 8 = 60° 


. obod ls E 
cuando: a) r aumenta 1cm y 0 se mantiene fijo. b) O decrece 5 y r se mantiene fijo. 


1 
R: a) 2 z cm. b) T cm 


7. Determina mediante diferenciales la variación aproximada de la potencia W = RI ? de una corriente cuya 
6 


2109, si I crece de 3 a 3.024. R: Pus 


resistencia €S R 


: kl 
Poiseuille, la resistencia R de un vaso sanguineo de longitud | y radios r es R-2-—.en donde K es 
r 


l es una constante, mediante diferenciales encuentra el cambio aproximado de R 
R: -2(5")Kl. 


&, Segün 
una constantc. Dado que 


] 3 
cuando r cambia de - mm a — mn. 
«ÀJ 


10 


"Ui ns 
. de forma cilíndrica, y un tallo de 2cm de altura y r centimetros de radio tiene un 
a diferencial para calcular el incremento aproximado del volumen del tallo 


TIiL Lit tL LL: t bb t5 57775 7 


| O. El tallo de un hongo €s 
"ni e) volumen V centímetros cúbicos. Use | 


Bun s cm? . 
29 


4 » f E » 
cuando c] radio aumenta de 0.4em a 0,5om . 
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10. Una quemadura de forma circular en la piel de una persona es ta] que si 





radio y 
disminución aproximada del área de la quemadura cuando el radio disminuye de lem a 0.8cm R: A cm’ 
z , 


11. Cierta bacteria de forma esférica es tal que si r micras es la longitud del radio y V micras cúbic 
" , z e. d as es 
volumen. Determina el incremento aproximado del volumen de la bacteria cuando el radio aumenta de 2.2 a 
| adio ¿ ¿nta de 2.2 um a 


à.3um : R: 
125 


) ] ^ (q^ ^ ¡ Ari 
12. Un tumor en el cuerpo de una persona tiene forma esférica de modo que si r centímetros es la medida de! 


radio y V centimetros cúbicos es el volumen del tumor. Utilice diferenciales para determinar el incremento 
144 


aproximado del volumen del tumor cuando el radio aumenta de l.5cm a 1.54 cm. R: mem’. 
625 





ESTIMACIÓN DE ERRORES 


Ejemplo: 


l. Se midió el diámetro de una esfera con un calibrador cuya precisión (aproximación) es de O.Olcm, 


obteniéndose una lectura de 2 cm ¿Cuál será el mayor error posible que en consecuencia se obtiene, en el 


calculo del volumen? 
Solución: La relación de datos antes de plantear el problema son: 


ó : Diámetro de la esfera. 
Af : Aproximación de la medición (el error que se 


comete al hacer la medición). 
dV . Error posible en el cálculo del volumen. 


h = 2cm 


Ap = 0.01 cm = ea 
100 


Para calcular dV formulamos el volumen de la esfera en función del diámetro, y obtenemos la diferencial, para 
sustituir en ésta, los datos proporcionados. 
l 3 
V=- 
6 0 
l ,2 
dV == — 10, dó 
2 
l of 1 ) 
= — 2 eta 
dV > z (2) | 100 


1 E 
av -tz 


1 3 
V = —x cm 
d 50 


2. Si Ja altura de un cono e: Igual (1) triple del radio y en una medición de éste se efectuó un error máximo del 
y estima aproximadamente el error porcentual máximo que repercute en el calculo del volumen del cono. 


f 


2 f ) 


Solución: Los datos del ejercicio son: 


m—————— On E ——— M — y 
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r centímetros es la longitud d 
PA | q El 
A centimetros cuadrados es el área de la quemadura. Utiliza la diferencial para Ae da la 





| 

: 

3 
3 
£ 
> 
> 
5 
g- 
m. 
D 
D 
"q 
A 
N 
N 
N 
n 


y 
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h : Altura del cono. 
r + radio del cono. 


| E,% : Error porcentual al considerar la medida del radio del cono. 
E,%: Error porcentual al calcular el volumen del Cono al considerar el valor inexacto del radio. 
h= 3r 
E,% = 2% 
Calcular E,% 


altura con respecto al radio, dado que 


En la fórmula para calcular el volumen del sustituimos el valor de la j 
del cono, sus s el diferencial como s€ muestra a 


. el error porcentual se presenta en la medición del mismo; y obtenemo 








continuación: 
~ V= lh 
3 
` - ar? (3r) 
3 
un 
Entonces el volumen del cono en función del radio se expresa como: 
S 
V-2ar 
ES > dV =3xr*dr 
] j j : = r porcentual: 
mj En general el error relativo respecto a la variable dependiente: E, f GO ,elerror p 
` ssi - SL Goo 
LEO 
—- 
dV : 
= Para este ejercicio: Ey iE entonces, sustituyendo: 
Q€—— 
E,% = a 00)% 
e 
. dV =3rr°dr , dado que el volumen del cono es: V=rxr”, entonces: 
eo De acuerdo con los datos del problema 
2 
— 5,9% - STA (100)% 
Tr 
| 
ay l 
Simplificando: 
e E,% = 3% (100% 
r 
g 
i la variable independiente son: E, = S E % = dr (100) % 
q El error relativo y porcentual respectivamente para ia p 0E 005 : 
"e sustituyendo: 
E, 96 - 3(296) 


, O _ O 
Por lo tanto el error porcentual del volumen es: E,%=6%., 
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Ejercicios: i mM mE 
l. El radio de una esfera es de 9.2cm medido con una aproximación de 0.05cm 


calcular el área? . 92 


2. Un trozo de alambre de 20cm de longitud se dobla h A 
tal 
longitud de un lad & asta lograr que adquiera la forma de un rectángulo. Si la 


o es igual a 4cm con un error posible de +0.2cm ¿Cuál es el posible error al calcular el área 


del rectángulo? R: t em ; 


3. Cuando la sangre fluye por un vaso, el flujo F (el volumen de sangre por unidad de tiempo que corre por un 


Aa eS Proporcional a la cuarta potencia del radio R de ese vaso (ley de Poiseuille). Una arteria 
con un E i Mud ME puede expandir por medio de la operación llamada angioplastia, en la cual un catéter 
globo en la punta se infla dentro del vaso con el fin de ensancharlo y restablecer el flujo sanguíneo 


ed Demuestre que el cambio relativo en F es alrededor de cuatro veces el cambio relativo en R. ¿Cómo 
ectarå un aumento del 5% en el radio al flujo de la sangre? R: 20% . 


4. La ley de Poiseuille para el flujo de la sangre dice que el volumen que fluye por una arteria es proporcional a la 
cuarta potencia del radio. ¿En cuánto debe aumentar el radio para aumentar el flujo de la sangre en un 50% ? 
R: 12.59. 


2. Se sabe que la altura de un cilindro es dos veces la longitud del radio de su base. Si se mide el diámetro de la 


base con precisión del 0.196 , hállese aproximadamente el error porcentual que se cometerá en la determinación 
del volumen. R: 0.575. 


6. Si el radio de un círculo puede medirse cometiendo un error de 0.01cm y al calcular el área se espera hacerlo 
con una precisión de O.1cm? , determina la longitud máxima del radio para la cual ese proceso sea válido. 


9 
R: —cm. 
TT 


7. Obtén los errores absoluto y relativo (de déficit o exceso) obtenidos al reemplazar el incremento de la función 





, À : "m B o1 . 93 >- 93 
ys Sax" E a | por su diferencial, en la aproximación lineal cuando x = 1 y AX = 10 : a 1006? 1093 . 


8. Debe calcularse el volumen de una esfera a partir de una medida del radio. Mediante diferenciales, estimar el 
porcentaje de error máximo permisible al medir el radio si el porcentaje de error en el volumen calculado debe 


estar en un rango de +3%. R: +1%. 


9. ¿Con qué precisión se debe medir el radio de una bóveda hemisférica para tener a lo más un error del 0.1 26 
. C l 
en el cálculo de su área? R: +0.05%. 


10. Se tiene un triángulo equilátero, ¿Con qué precisión debería medirse uno de sus lados congruentes para 
[ener un error máximo del 1.25% en el cálculo de su área? R:+0.625%. 


LA INTEGRAL INDEFINIDA 


A) Integrales Inmediatas. 


Las integrales inmediatas o reducible a inmediatas se caracterizan, porque mediante el algebra se simplifican o 
t as pära aplicar las formulas de la 1 a la 7 del formulario básico, incluido en el material. 
rans 4 > 


Primero se verifica si la integral corresponde a los patrones establecidos en el formulario inmediato, verificando 
e S > a € hy " | » " 2 . 

] dese de las funciones integrando, de no ocurrir así, se procede con las transformaciones algebraicas 

a di 


aplicando básicamente las siguientes estrategias: 
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Muliehenes ACADEMIA DE MATEMATICAS 
" : 1 . . 
ullipiicación de polinomios. Productos término a término o desarrollo binomiales 


a División de polinomios (procede sí, el grado del polinomio numerador (dividendo)es mayor o igual al grado 
del polinomio denominador(divisor)). 


La aplicación de las propiedades de los exponentes, en especial potencias con exponentes fraccionarios. 


| | Jr -2r? |( 4 
| BEP (E CIE 





Solución: Previa verificación de que cada uno de los dos factores no sea el diferencial del otro, descartando la 
posibilidad de aplicar el formulario de manera inmediata. Como no se cuenta con una fórmula para integrar un 


producto, se simplifica la función por integrar, primero transformando los radicales a exponentes fraccionarios 


n 


E a =ar) _ Para multiplicar después término a término, aplicando la propiedad del prose s 





: nom _ n+m a" = 
potencias (a"a" - a'"") y expresarlas como numeradores —-g" *) 
a 





2r 
E 1 
a 4 
=| f 4. — tor? dr 
> 2r 2r |ir 
= | 4 z 
=j =r ? =r || +5r*? [dr 
2 r 
IS 
el 5 5 3 
=||2r 2+2-4r *-5r? [dr 
—— l 2 
id Ya simplificada la función resultaron sumas y restas de expresiones simples las cuales se integran como una 
| suma de integrales, con la fórmula (+ g-h)(x)dx = | f(x)dx + [g(x)dx- [h(x)ax) ; 
| 5 5 S. 
> = [2r ?dr + |- dr - | 4r’dr - |Sr?ar 
2 
Antes de continuar con el proceso de integración debemos tomar en cuenta, que si el exponente cuya base es la 
- variable independiente, toma el valor de menos uno (n--1), entonces se transforma con el reciproco 
1 . ^ Mol 
i q^ X y aplicamos la fórmula { 217 inj «c). 
- 2|r ?dr +> |dr - 4|-dr - 5[r?dr 
2 r 
—-— 
. A p n+l 
= n los términos que son potencias de r para n +-l aplicar la fórmula i u“du= aG) para el primero y 
. / 
= cuarto término, en el segundo la fórmula (fdu =u+ C); y para el tercero la fórmula G du = In|u| «c| al final se 
"u 
x3 anota una sola constante de integración (C) ésta representa la suma de las constantes que generan cada 
integral de la suma de integrales. 
má 
a 
MÀ — H—— —— ————M—————— AAA 
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ACADEMIA DE MATEMATICAS 
-241 5 24 
r | | r 
- 4 -r - Alnlrl - 5 +C 
pa ale —+1 
2 2 


Para simplificar el resultado aplicar las propiedades y respetar las convenciones numéricas y algebraicas 


f 


establecidas, como la de expresar con exponentes positivos| a” -— |, y los fraccionarios impropios 
( a 


SHBELIICRGOI, antes de transformarlos a radicales E yr), así mismo simplificar los logaritmos con las 
e correspondientes (nin A-InA"). También se hace notar la propiedad para n entero positivo par: 
r = r^" 1 





E 8 
à r ? 5 r2 M 
== +2r-Inr?+5| -= 
3*2 nr 5 +C 
2 2 
2 5 1 
=-3 z t3 lnr +2r'r? +C 
pa i 
i 2 
= p+ br inet «2r +0 
orr” 
2 5 , 
meon z;'-Ir -2r?4Àr +C 
IF yr 


Una vez que se ha simplificado hasta sv minima cxpresión se tiene el resultado de la integral 





y? -27 (4 2 5 | 
NT A sr lar = 5. nri or 


NOTA: Es importante señalar que este procedimiento varia, es decir el orden en que se aplicaron las fórmul 
se simplifico es diferente para cada integral. Con la práctica se desarrolla la habilidad para inte rmulas y 
necesario escribir todos los pasos. "grar y no es 








Ejercicios: 
s A 
1. || x^ - - dx | 1 1 
Í| er] | mar vacet 
[4650 . 
2, | Jt dt l R: 2i [5 ete 


Q 


] | | 
Jay 670v OR e ($- iu) 


l l 
[8-7 Ja o R in (Inr ec 


» 
_—, 

M 

y 


r 


Ul 


31.2 3 x 
(We — —5 — [dx 3 -— 1 
i i X | R: IN PILLE 


6. 
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(y -2 ly L] 
E | 3 dy 4 
y Ri dnu4————..*6 
E ed4x-7 wy 2 
8. . ' : Nm Le E 
; YX R: AER SAT ee. 
. o UY y 
d | (x3 Us Vx 4 1) dx R: 4? x x l +C 
e ATAN d 1 
g JD 
AM. | (SA -2Jx (x? -Vx )dx g. xl a? E i PER. Jx- 12 of x^ M6. 
l l E. 10 : y 
t. Ifi 
J| vh 5 e + 1) dh R: 24h ESI ( 
sl. 1 | l 
12. (a DENEN TS rud d sx dax d. 
ix ` ES » rd Ñ uj 
l( >) 1Y 
I EE Tu dt R a t alntt-—+0 
14 | LU M du ] 7 y 3 
r j R: wW -wW "w Su? +C 


en cada integral, enseguida aplicar la fórmula de integración 


B) Identifica f(x)=u y df(x)-du 
correspondiente o utiliza el método de sustitución y calcula: 


Si no es posible reducir la integral a una inmediata recurrimos a la diferencial que es una de las herramientas 


más utilizadas para la integración; se identifica la función f(x)=u y su diferencial df (x) 2 du, con este 
método denominado por cambio de variable y sustitución se reduce la integral a una inmediata. En algunos 
casos la transformación no resulta tan obvia, este recurso resulta práctico dada la experiencia que Se obtiene 


en el curso de Cálculo Diferencial. 





2sec40 Y 
Ejemplo: (23) d0 
pO 


e se descarta la posibilidad de aplicar la fórmula. fur = 


n+l 


+0) dado que no se verifica 





Solución: Una vez qu L 


) 


" la diferencial), se aplica la propiedad de los exponentes (s) -£ 


la diferencial de u (no esta “completa 





2 
í 4 sec? 40 dO 


transformándose como: pee "m 
En general en e] Cálculo, se recomienda no efectuar desarrollos binomiales en el denominador u otros productos 
indicados, dado que dificultan o imposibilitan la integración y simplificación de los resultados. En este caso se 
aplica el método de cambio de variable, haciendo el cambio de variable por sustitución, la función que se elige 
| función del denominador, dado que, la derivada del denominador es la expresión del numerador: 
ue modificaría la diferencial. 


como u es la 
no se considera el exponente ya q 


u = l+ tan 40 
du = 4 sec? 40 d0 
btenidos en la integral. 


Ca etjtulfnos Jos valores O 
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| L 
Con las propiedades de los exponentes a = a” | transformamos el denominador a numerador. 
a 





n+l 
Aplicamos la fórmula fur = 4 c 
n+l 





Para retomar la variable original se sustituye el valor de u = 1 + tan 40 . Por lo tanto: 


2 
i( 2 sec 40 | 3m 1 " 
l+ tan 40 1+tan 40 


NOTA: No todas las integrales son inmediatas o reducibles a éstas, si al verificar la diferencial le falta alguna 
expresión en términos de la variable o es diferente, posteriormente se analizarán bajo algün artificio de integración 
o algún método de integración contempiado en el programa. En esta sección se integrarán funciones que completen 
su diferencial con alguna constante (negativa o positiva). También es necesario prever que otras funciones no serán 
integrables aplicando métodos analíticos reguiriendo de métodos de aproximación. 


Ejercicios: 
| > l 2 
—(1+2 
l. [2(1+2x)dx R: 2 ds e 
2x(1+x)+c 





3. | -2z9 - x* dx | | R: (9-10) 4o x: tC. 
3 ¡E dt R: In|t? +5|+c. 
+ l 
-4y S da -2y? y 
— a Ó lA e. 
Ene y R: 0 2y) «c 
y 9. [ose sec x? tan x? dx R: secó +6. 
6. | D. os + 
ge" e" 
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b 4 d bL! 


L 


bd 


bod 


[d 4 4 XL X 
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| 


Ld 





s. 3t? +6t | 
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— dt , 3 2 
CaN +A R: In |t 4 3t elec. 


be” 
dk ges id R: 6yl+e” +c. 





dy 
11. | ——— 3 
ETT R 5 V ing) Ta 
1 h 
12, [sen = posi dh R: d a re: 
3 3 3 2 3 
1 TT 
13. | tan? r+ E sec? id | R: Panor )+o. 
j ga | 3 4 
14. | sen?t cost dt | | R: ¿sentis 
js, [2tan x sec x y mE a loa 
(2 + tar? x) '" 2.tan!x 
16. (HE? a : | R: Ln|sen y - cosy|* c - 
sen y - cosy 
- | R: Ln|arc tan2h| * c . 


ion meras 


18. ju dr R: S (arc senr)4arc senr +c. 
EE 








3 l Le. 
19. ¡Hr a R: 2t + Ln t+C. 
1 In x^ | E 352,1 
. J dx ` : Hn X————FrEC. 
di laa X | 2 ln x 


C) Mediante manipulaciones algebraicas, compensaciones y/o sustituciones, calcula las siguientes integrales: 


241 
Ejemplo: -= dr 
i Jr? +3r 


T P" o ) T 
Solución: Previa discriminación de fórmula( f u"d sen 


rma aplicando las propiedades de los radicales y expresando como potencias con 


n+1 


2 el c mediante la verificación de la diferencial, la función 





por integrar Se transfo 


n 1 
. m AG - 2 
exponente fraccionario (ya =a ) en, el numerador E a ) considerando la base como la función 


u =r?*+3r, así la integral se va transformando como se muestra a continuación: 
NS ) 


y^ 


———— dr = 
(r? + 3r)2 


= ia 4 3r)? (r? +1) dr 


Donde: 


u=r5r* +3r 
du = (3r? +3) dr 
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du - 3(r? +1Ddr 





Observa que le faltaría la constante 3, para verificarse la diferencial correspondiente a la fórmula, por lo tanto 
para integrar mediante cambio de variable se despeja, dividiendo entre 3 a ambos lados de la anterior igualdad. 


Er +1) dr 


Al Sustituir en la integral los valores correspondientes en términos de u se obtiene: 


n+1 


Aplicando la fórmula fura = «c) y simplificando: 
n-1 l 








2 
2 fu 
==yu +C 
3 


Sustituimos el valor de u 2 r? + 3r. para expresar el resultado en función de la variable original 


? ——— 
=r? +3r +c 
3 
Por lo tanto: 


2 


¡| ar = Vr +3r +c. 


1 
(y? + 3r)? 


También se procede por compensaciones, esto es: se multiplica y divide por 3 (por la unidad) el 3 como factor 





. . . P p n yt 
completa la diferencial, haciendo posible la aplicación de la fórmula fu du = E + c l 


1 
[0 +3r) 2 3(r? +1) dr 


De esta forma se identifica la fórmula para integrar: 


Obteniéndose el mismo resultado. 
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NOTA: La verificación de li 
a MCN DOT 
e a pa Ec n diferencial de la función por integrar para la adecuación y aplicación de las 
gicamente, antes de elegir algún método o artificio para integrar. 





Ejercicios: 


x 
L d | 
Bor E R: = 14 x'-c. 


2 


y | 

2. Erro R: ln ———— +C 
y qhe- v 

3. [tye +2dt R: 2(P «2) 8 «2 +e. 

9 
" 

4. [| — —s ar R: —— dE 

32(3- 4r^) 


R: zen 20 + cos 28). C. 


dt | 
R:J2t-l-4c. 


J2t -1 


t. t 





jae? 
6. | (cos? 20 — sen? 20) d0 
j 


7. 





sect 4-1 
csc’ 2x EM c 
l ¡| s dx R: - 7+C. 
(1 =cot2x)  4(1-cot2x) 
1 
10. [k R: — bn 
cosx+x senx 


(cos x * x sen x) 


ein(ire) y 
e" «1 
1 


2sen3x q S lo 093%) 
W(5 + cos3x) 


5 +C0S3X 


sen n: | 
| 3 40 R: -2 acos% 0 tE, 
TT 


R: Linh eec. 
6 


TC. 





O 
h2 
— 


13. 





ee EN 


2 X l 
"T [ae == p? R: g^ E Re 
is ¡las R: x -In(x 41) +c 
x+1l 1 
| ¿(+ 2)" +Injx+3|+e 









ER 
zx +2x+In|x+3|+c 


R: x«In(x? - 4x8) +c. 
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18. [53 3x* -4x dx R: (8-4) 03-40 +C. 


19, Fet Y R: Qo) ce. 
| + In 
20. |. Lex ay | R: 8 (1. V dre e 


CONSTANTE DE INTEGRACIÓN 


Una ecuación que contiene una función y sus derivadas (o diferenciales), o sólo sus derivadas (o diferenciales), 
d incógnitas, se denomina ecuación diferencial. Las ecuaciones diferenciales se aplican en muchos campos 
"Versos, como son: la Fisica, Química, Biología, Psicología, Administración, Economía entre muchas otras. 


Existen diferentes métodos para resolver ecuaciones diferenciales en este curso solo aplicaremos el método mas 
básico para las ecuaciones diferenciales de primer orden con variables separables. Éstas son ecuaciones que 
incluyen sólo la primera derivada de la función y son tales que las variables se pueden separa; de tal manera que 
pueda obtenerse una solución general para un grupo de familias de funciones que dependen de la constante de 
integración (c) y la solución particular donde se sustituirán las condiciones iníciales en la solución general para 
obtener el valor de la constante de integración para dicho caso. 


. » Ss 2 
Ejemplo: Obtén la solución general de la ecuación diferencial Bu = naL y después la particular cuando la 
X y 


condición inicial es P (0,6). 
Solución: Se multiplicara a ambos lados de !a igualdad por la diferencial de la variable independiente dx, 


dy ; 
recuerda que —- no es un cociente si no el símboio de derivada que al ser multiplicado por dx se transforma en 


la diferencial de la variable dependiente dy. 


Se despejamos las variables de tal forma que queden en el mismo miembro incluyendo sus respectivos 


diferenciales: 
Xu ga" 
(jay (1588 


y dy = (x - 3x?) dx 


m 


Al integrar ambos miembros de la igualdad: 
[y?dy = f(x +3x?)dx 
ly dy = J xdx « 3[x?dx 


3 2 3 
y x Xx 
Era) 
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Despejando las constantes de inteeracié ACADEMIA DE MATEMATICAS 
gración para ubicarlas en uno de los miembros como una constante, como no 


se conoce su valor no se can 
celan hd 
o se hacen cero, solo forman una constante de integración general (c). 


Na 


), 


JS 


CCCEFTETTTTTTTTIMgTS S Nt, 





3 
y i P 
ed Era E ro, 


1 d 
¿Y = +x +C 


1 3 1 2 3 
—y' -—x +X +C 
37 2 


Y esta será la solución general de la ecuación diferencial. 


Para el caso particular sustituimos los valores de x y y della condición inicial que nos dan como dato P (0,6) 


en la solución general, para obtener el valor de c. 


Z6) - L0} (9? +c 


2 
1 1 
—(216) ==(0)+0+c 
3 2 
72=0+ć 
c=72 


Una vez que se a obtenido el valor de la constante de integración este se sustituye en la solución general para 


obtener la solución particular. 


lp Lax +72 


3 


encial f '(s) 2 6s- 8s* , y después la particular cuando la 


Obtén la solución general de la ecuación difer 


condición inicial es f(2)=3. 
Solución: Se multiplicara ambos lados de la igualdad por la diferencial de la variable independiente ds. 


ds(f'(s)) = (6s - 8s! )ds 
df (s) = (6s - 8s! )ds 


1 


mos la ecuación diferencial procedemos a integrar ambos lados de la igualdad. 


faf (s) = [(6s-8s°)ds 
faf (s) = [6sds- |8s'ds 
faf (s) - 6[sds-8|s'ds 


2 3 
F(s)+c, = (£ -« «e 


F(s)+c, -3s os + C, 


Una vez que tene 
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| ic i i valor no 
Despejamos las constantes de integración para ubicarlas del mismo lado, como no se conoce su se 
cancelan o se hacen cero, solo forman una constante de integración general (c). 


F(s)*c, - c, 23s? s * C, - €, 


F(s)e 3s' os +e 


Por lo tanto la solución general es: F (s) =35* os +C 


Para el caso particular sustituimos los valores de s y f(s) del la condición inicial que nos dan como dato 


f(2)=3 en la solución general, para obtener el valor de c. 


Por lo tanto la solución particular es: F(s) x4 -Ss +— 


Ejercicios: 
Dada las siguientes ecuaciones diferenciales, obtén la solución general las siguientes ecuaciones diferenciales y 
después determina la condición particular de cada una de ellas de acuerdo a su correspondiente condición 


inicial. 


- 2 
M S (2,-2). R: U X +C 
dx 





y-x'-2 
d | y-ix4xa 
2. <= 2 Nx; (4,12). : g yo o 
i 3y = 4x4 x +4 
1 
In|y|=-=x? «c 
3. Y 9: (0,2). ; M 5 
dx EENE 
y-e* 
dy y Inlyl=-} +0 
4 wal cie (1,1) , K 
dx x EI 
ye x 
2 
s ELO R: (y 1) =(x+1) +c 
dbi (y 1) - Ga -3 
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6, PU) - 4x7 F(0) «6. F(x)22x! +c 
FGO-22x!46 
7. h'(t) 2 808 +5; H()=-4 a H(t) 2 2t* +5t+c | 
"H= +5t-11 | 
3. 9 (y) -S +1; GQ) -6 LGA) i exc 
GGQ)2x'*x-4 


2 
, RO= 5875e/5 +c 


2 
f ne [. 
9. r'(t) 2 94e? ; R(0) - 120 2 
R(t) = 5875e!^ —- 57595 


3 
F(t) 2 -25e S ic 
KR: 


2, 
10. f'(0-10e 5 ; f(0) -20 E 
F(t) 2 20-25e P 


PROBLEMAS DE APLICACIÓN 


brica de ensamblaje después de t horas de trabajo. Supón que la tasa 


1.'Sea P (t) la producción total de una fá 


2 ' 
de producción al tiempo f es [s0+2: m Encuentra la expresión para P (t). 
ra 


R: P(t) -60t e f* -— P. 


dà ton.de carbon 


2. Después de t horas de operación, una mina está produciendo carbón a razón de 104215 5 

ora i 
Encuentra una función que describa la producción total de la mina después de t horas de operación. | 
R: P(t)  40t « t E . 


una población. Sea P(t) el número de personas enfermas de gripe al tiempo 


3. Una epidemia de gripe ataca a 
tir del inicio de la epidemia y P(0)-100.Supón que después Bec 


t , donde el tiempo se mide en días a par 


resonas 
4 extendiendo a razón de (120t - geom Determina la función P(t). 


días la gripe se est 
R: T(t) - 600 -t? -100. 


s encuentra que en un nivel de ventas de x corbatas diarias tiene una ganancia i 
i] 
Hn 


4. Una pequena tienda de corbata 
dolares : E 13 3x Ox 
: xr, donde esta dada por la función GM(ix)- — t-z 900 ` Tambié j| | 
marginal de GM( E ( ) 10 5 5000 ambién la tienda | 
nivel de ventas de X corbatas 
: 3 . 
x' 95. 


E gu 1 | 
10 10 5000 | 
| 


$95 al nivel de ventas x = 0 . Encuentra las ganancias de operar con un 





pierde 
diarias. 


X 
5. Un fabricante de detergente estima que el costo marginal por producir detergente en polvo es 5 +1 cientos de 
dólares a un nivel de producción de X toneladas diarias. Los costos fijos son de $200 diarios. Determina el 


R: C(x)= e 415200, 


costo de producir x toneladas de detergente en polvo diariamente. 
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6. Encuentra la expresión de la función F (x x) cuya recta tangente tiene como | pendiente | 3x? de 1 pan p 


de x y la gráfica de F(x) pasa por el punto (2:6). 


7. Un fabricante de automóviles estima que el gasto de mantenimiento, de uno de sus modelos, está cambiando 
pesos 
aA 


a un ritmo de (1000 + 10t) , donde t es el tiempo en ahos, que han transcurrido desde que el] auto se 


fabricó. ¿Cuál será el gasto de mantenimiento anual del carro, cuando éste tenga cinco anos de haberse 


R: $ zT | 


fabricado? 





8. Una herida esta sanando de manera que t días a partir del lunes el área de la herida ha disminuido a una 


m? 
tasa de -3(t 4.2)? Ls Si el martes el área de la herida fue de 2cm” . a) ¿Cuál era el área de la herida el 


ia 
lunes? b) ¿Cuál será el área prevista de la herida el viernes si continua sanando a esa misma tasa? 


R: a) € , b) 3 cm?. 
2 2 


9. Para los primeros lOdías de diciembre una célula vegetal creció de forma que t días después del 1 de 


3 
- : i -2 UM 
diciembre el volumen de la célula estuvo creciendo a una tasa de (12 - t) ^ Si el 3 de diciembre el volumen 
lia 
de la célula fue de 3 um? , c Cuál fue el volumen el 8 de diciembre? R: ap l 
10 


10. Una pelota es lanzada hacia arriba desde una altura de 256 ft sobre el nivel del suelo, con una velocidad 


-—" t 
inicial de 264. Por las leyes fisicas se sabe que la velocidad al tiempo t es de 


h (t) , la función que da la altura de la pelota al tiempo t. b) ¿Cuánto tiempo tardará la pelota en llegar al piso? 


R: a) h (t) = 96t - 16t? +256, b)t = 8s, c) Apax = 400ft . 


max 


(96- 32) L. a) Encuentra 
S 


C) ¿A qué altura llegará la pelota? 


11. Una roca cae desde la cima de un risco de 400m de altura. Su velocidad a los f segundos es 


m l | " , 
v(t) = eE a) Determina la función s(t) , que describe la altura de la roca desde el suelo en el tiempo t . b) 


¿Cuánto tardará en alcanzar el suelo? c) ¿Cuál será su velocidad al tocar el piso? 


R: a) s(t) - -49t? + 400; b) (si U, --280- . 
f S 


12. Se estima que dentro de x meses la población de una ciudad estará cambiando a un ritmo de 


personas - 
(2 Ad La población actual es de 5000 . a) Expresa el número de habitantes como una función 


de los meses transcurridos. b) ¿Cuál será la población dentro de 9 mes 


tre el noveno y el trigésimo sexto mes? es? c) ¿Cuánto habrá crecido la población 
en i 


R: a) P(x) = 2x + — xix +5000; b) P(9) 684 personas . 


= 9108 personas ; c) P (36) - P (9) = 


13. El valor de reventa de cierto equipo de laboratorio disminuve a un ritmo que cambia con el transcurso del 


dolares 


f=10} año 
alor de reventa del equipo como una función que dependa del tiempo 


tiempo. Cuando tiene t años, el ritmo al que está cambiando su valor es 220( . Si se compró 


nueva por 12000 dólares. a) Expresa el v 
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16. Ur 
de 2 € 


17. Urf 
(2 +6: 
la pob! 


18. En 
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por kil 
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la tem 


fresas 
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O... o la fecha de compra. b) ¿Cuánto valdrá 10 años despué 
i , ¿es €i menor valor de reventa? Justifica tu respuesta. 
R: a) V (t) z110:55-2200f- 12000; b)V 











S? c) ¿El valor que obtenido en el 
(10) - 1000: c) Si (justificar). 


4. Se estim - 

2x? a que dentro de X anos el valor de una hectárea de tierra de cultivo estara aumentando a una tasa 
yi 

ES dolares 

anos. de 500 dólares por hectárea. a) Expresa el valor 


de: ————— 
x^ uu Si la tierra tiene actualmente un valor 
5 + 8000 


de la tierra de cultivo como una función que depende del tiempo. b) ¿Qu 


é valor tendrá dentro de cinco años? 


R: a) V (x) = E - 2000. 800 - 4045 ; b) V (5) = 500 « 2513 = 4045 . 


15. Determina la expresión analitica de la función f(x) cuya tangente tiene una pendiente de xvx?+5 para 


t2l— 


, 1 2 „2 2 4 
cada valor de x, además la gráfica de f(x) pasa por el punto (2,10). R: f(x) = y +5)(x T 5) +l. 
: 1 metros PAg 
16. Un árbol ha sido trasplantado; después de X años está creciendo a una tasa de 1-5 | Despues 
(x+ 1) anos 
Cuál era su altura cuando fue trasplantado? R: c i 


de 2 anos ha alcanzado una altura de 5 metros. c 


s la población en cierta comunidad estará creciendo a un ritmo de 


17. Un estudio indica que dentro de X mese 


— S . 
(2 + o [x LE J Actualmente habitan 10000 personas: 
mes 
ación dentro de 9 meses. b) ¿Cuánto aumentó la población durante los primeros cuatro meses? 
R: a) P(9) = 10126 personas ; b) P (4) - P (0) = 40 personas . 


a) Estima el número de personas que conformarán 


la pobl 


eferente” es de 50 pesos kilo. Se estima que 


o, el precio actual de la carne molida *pr 
3 esos 
ará creciendo a un ritmo de — Nx A AS a) ¿Cuál es el precio 
50 semana 
ocho semanas será más grande el incremento del precio 


1276 
> : b) Calcula el incremento para cada semana. 


18. En cierto supermercad 
mas 8 semanas el precio est 
ctava semana? b) ¿En cuál de las 

R:a) P(8) - $ 


en las próxi 


por kilo al final de la O 





y cuál es este? 


fresas congeladas se sacan de un congelador a -5 C , a una habitación a 20 C. Al tiempo t 


hu 
-= 


o 


19. Un paquete de 


Un 


. Calcula la temperatura de las 





la temperatura promedio de las fresas está aumentando a razón de 10e: 
j ra 


VIN 


-=f 
fresas al tiempo f . R: T(t) - 20 - 25e 
millones de ton.métricas 
A A al tiempo t, 
año 
RE 
(t) 294€? . Determina la función 


20. Estados Unidos ha consumido mineral de hierro à razón de R(t) 


120 millones consumidos en el ano 1980 y R 


O corresponde à 
o total de mineral de hierro en Estados Unidos de 1980 hasta el tiempo f. 
2 


R: C(t) - 5875e'^5 -5755. 


donde f = 
que modela el consum 
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-zt toneladas 

un ritmo de e^ — — — —-. Si la demanda actual es de 70 toneladas. a) Expresa la demanda de azúcar 
año 

refinada en función del tiempo. b) ¿Qué cantidad de azúcar se consumirá en el pais en los próximos 10 anos? c) 

¿Cuándo se habrá duplicado la demanda inicial? 


IN 


l, 19 . 
R: a) X(t) =25e% +45; b) X(10) 2 25e5 +45ton.; c)t = 25In — años . 


] . ! 
—1: milesdelitros — ... 
22. En cierta comunidad la demanda de gasolina está aumentando a razón de e?) —————————-. Si la 


ano 
demanda actual es de 16 mil litros. a) ¿Cuánta gasolina se consumirá dentro de tres anos? b) ¿Cuánta gasolina 
se consumirá en los próximos tres anos? 


3o i | | 
R: a) X (3) = 20e? — 4miles de litros ; b) X (3) - X (0) = 20e?» - 20miles de litros . 
l . 
23. La población de una ciudad está cambiando a un ritmo de: e30 per Actualmente, la población es 


mes 
de 3252000 personas. ¿Cuál será el tamaño de la población dentro de cinco meses? 


; | 
R: 30e* - 3251970 personas . 


24. La población de cierta especie animal está creciendo, segün estimaciones, a una tasa exponencial. Cuando 
se identificó y se clasificó inicialmente, la población se calculó en: 50000 . Cinco años después es de 75000, 


según las estimaciones hechas. Si P(t) es la población de esta especie en el momento t, donde t se mide en 


anos, y el crecimiento de la población ocurre a una tasa: P'(t) - 50000ke" (k constante). Determina el valor 


a 1 : in 2 t 
de k y la función P(t) que describe el tamaño de la población. R: k= nŠ; P (t) = 50000e? (5) 


CONCEPTO DE INTEGRAL DEFINIDA 


A) Empleando notación de sumatorias representa las siguientes sumas: 


1.5+7+9+11+13+15 2. a? «aj «a; +a «a$ 
1357 9 
"INSCR EP E 4. —+— + — + — + — 
2 4 6 8 10 12 2 4 8 16 32 
EI CAI 6. 0.05 +0.0005 + 0.000005 + 0.00000005 
42 83 45 6 7T 8 


B) Calcula el valor de las siguientes sumatonas: 





31 : | 
s | 2. 2 (n+1)(n +2) R: 110. 

l. L^ 16 2! | 

] , 6 [si d 
T (-1) R: ELS 4. = R: A . 
De -— rad 60 coll 70 

10 - l 4 
5 R: 49. LAA R: —, 
5. Zu | OEE 9 
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21. Se ha proyectado que dentro de t años la demanda de azúcar refinada de un cierto país estará cambiando a 
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C) Aplicando los resultados obteni O. NS. = 
enidos para 2j 2r y P , obtenga la fórmula que dependa de k para: 


i=l i=] i=] 
i. » (2i - 1) | R: k? 


k 4 3 E D 
j=] 2. Y (2i «1) R: Kk" + 4k“ +— k. 
S » i=] 3 3 
d. 2r) k 2 l 1 
E: R: 2k" + Ak? + 2k? 4. Y (k+r)(k-r R: Ík? .—Kk o0€—k. 
*t2k'. 2. y ) 3 2 6 
D) 
1. Dada la función f(x) =x rx y (0,3,1,3,2,2,3) una partición de [0,3], determina la suma inferior y 
2 4 
supenor de la función correspondiente a está partición. R:s- DW S= = u` 


. Para la función g(x)=2x+3 en el intervalo [0,2], calcula la suma superior e inferior relativa a la partición 


l Ek: I 4 .6 = , 
»- fo rr? R: "eom HE 
o 906565 5 7 5 
i 7" 9. 1l 13 
3 Con la función T(x)29-3x y las particiones P LIBRES 
6 7 
P'- (,927,22, 2,2, al “calcula, para cada partición la suma superior e inferior. 
5 
— — 24 ) Pi 2 
ra A, e, GU 
5 — 9 5 
(Ox*«1, Osx«2 — (012,02 al 
T Te xX] = ; a particion, = ) E ES, , 
4. Considerando la función dada por F(x) lx -2Y +5, — ylap AN mA 
calcula la suma superior e inferior de F correspondiente a P . 
— 337 , 265 » 
R: s = — U’, S 
16 = 16 


—> 
E) Aplicando la definición, obtén el área exacta de la región limitada por la gráfica de la función f(x) y el eje OX, 


en el intervalo indicado: 


n fax ++, en [1,3]. R: 34u?. 

2. f(x) = 9-x”,en [0,3]. R: 18u”. 

3. f (x) 4x“ -2, en[2,5]. R: 150u”. 

4. f(x) = 12-3x”,en [1,2]. Re Su, 

20 , 

5. f(x) - x! - 4x - 7, en [1,3]. R: XE 
2x4l; O0O<x<2 56 . 

6. f(x)*1. P [0,4]. R: =u’. 

| x“ -4x+ 9; 2<xS + 3 
^ b 4 
l. Calcula [x'dx. R: ue 
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x "o^ ” 
l » « como la “función área de f en |a,x 
2. De acuerdo con la interpretación de a(x = |/(t) dt,asx, [ ) li construye 


a 


la gráfica de a (x) y su expresión analítica para: 


3,4]. | 
a) f (t) - 4, en [0,3] y en [2.4]. b) f (t) - 3t, en [0.2] y en [3,4] i 
2-t, siO<t<1 
0,21. y 
c) f (t) - [t -1], en [-2,2]. d) f()711, Le silst ,en [0,2] 
2 2 
G) Aplicando el Teorema Fundamental del Cálculo (primera parte), determina: C 
x x f 
L E, para P(x) = | (w? +1)0w 2. E, para a (9) f(u? -1)dw 
dT f dH B (2 B l 
3. gy: Pera T(y)= J(7* -1)ar 4. o Para H(3)- Jt 1) dr 
b 0 e 
5. P' - - [V1 w*d 
(w),para P(w) Error SEA 6. dF(x),para F(x) J + w° dw 
H) , 
1. Se tiene una función continua que para toda x cumple la condición f f (t) dt — 5008 2x 4 xsen 2x4 x^ 75! | 
0 E 


calcula: "5 y "(iJ R: (5-2). | ~ 











x? " m. 
2. Determina la derivada de R(x) = f sen?wdw , haciendo u= x°, y= f sen? (w) dw y enseguida aplicar la - 
0 0 ~ 
regla de la cadena. R: 3x? sen? x? . 
^ 
3. Calcula H'(2) para H(x)= [9 +u” dw . R: 20. fv. 
1 
z N 
4. Obtén la derivada de L(x) = I tanwdwu . R: tan 4x | "d 
1 2x e 
I) Utilizando la segunda parte del Teorema Fundamental del Cálculo o regla de Barrow, calcula: N 
, : N 
]. | 4dx R 8. 2. f sec? ydy R: 1. DM 
A 
3. Ie Ri 34 4. [Gr +1)dx R: 20. nN 
l ^ 
a f 7 T R: A 6. | cost dt R: x PS 
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x 
Ms > - 7t r . a 
J. Prueba que F(x)- 2 cu nen 2x v es una primitiva de la función G(x) = sen^x ; a continuación calcula 


4 
[G(x)dx. o de 
o 
(f. 1 2 c 
2. Demuestra que L (v) = arc tan (v +2) - J3 es una antiderivada de f(v) TP a.a4045 ; después calcula 
al 
c 
f (v)dv R: —. 


ifi 1 -— » A 2 t 
3. Verifica que N(0)=tan0 — cot +3 es una primitiva de la función L(0)- PP cos? B ' posteriormente 


1 do 243 
btc —— PRA PAS 
E | sen?0cos?0 3 
4 
4. Calcula [d(cos? t) R: -2. 
0 


In -— 
5. Dadas las funciones T(¢)= 2/6 In $ -4Jó «e y U(9)= TE, demuestra que T(ġ) es una primitiva de 





U (9), después calcula: | U ($)d6 . R: 4. 
l 

In 3 
6. Calcula f e"dw. R: 1. 

In 2 
K) 

F( x)- x - es una primitiva de R(x) = . TW determina el valor de la constante m 

1. Sabiendo que Sad (e sa) 


R:m=16. 


3 2 o ] z 26 
2. Si p(t)= LT 4 7t es función primitiva de V(t) y además [v (t) dt = EX determina la constante k . 
3 A 


R: k 24. 








calcula la constante 


3. Considerando a Q(x) = hin|1+ e^*|-- h como función antiderivada de F(x) = 


) 
pg 


1 
h. E 
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D —À—À  —— — 002 A 
2C 2w 2w 


4.- Suponiendo que una antiderivada de f (w) un hu Y? er 7» Obtén el valor de 
[ehe go) e -e~ 
constante C. ` R: Cc 2-4. 
2 
N +9 + is a 
5.- Tomando N(y)= In A como antiderivada de R(y) = uda x3 obtén el valor de a . 
y? «9 -y v9+y 
B nu 
A) Áreas i 
Determina el área de la región del plano limitada por: 
, 125 s 
l. La parábola con ecuación x*-7x-y+6=0 yeleje —" R: "e 
2. La curva y = X con los ejes de coordenadas y la recta y+2=0. R: 4u” 
3. La gráfica de la función f(x) =6x* -x -12x+8 y los ejes de coordenadas. R: 4u^ 
9 , 
4. La parábola cuya ecuación es y -y+x-2=0 y el eje ———. R: 2 
| 27 2 
5. La gráfica de la función f(x) x! -7x^«16x-12 y los ejes de coordenadas. R: ru 
40 , 
6. La parábola cuya ecuación es 3y - y^ - 4 = x con el eje vertical y las rectas y =-1 y y - 3. R: cl 
7. La curva dada por y = X? +6x?+12x+8 con el eje horizontal y las rectas x+4=0;x=0., R: 8u”. 
| p | | DE - (2842 a0 i 
8. La curva dada por y^ +2x-7 = 0 con el eje vertical y las rectas y + 420; y-47-U. : 3 US u^. 
9. La curva y = X? * 3x? « 2x el eje horizontal y las rectas x - -3, X =3. R: 59u”. 


- 


es S(w)- e te 

















| ! | y-2 R: |e? -24L Ju? 
10. La curva y =ln(x+1) con el eje vertical y las rectas y = -2 y y=4- — ju 
> pa R: 1 2 
11. La parábola X -— 2x = 4y -= 5 = O y la recta 3x — 2y -9 = 0 : . a 
i l » 
12. La parábola y” +2y-2x+7=0 vlarecta x-y- 870. R: IG". 
(98 2 
13. Las curvas con ecuaciones y -3x-x^; y- x^- x. R: 2 i 
R: 8u’ 


14. Las curvas con ecuaciones y°=4-x; y?=4-4x" 


o OUOU 5 5 5 ag '"'C''"''/[/"————————————o» 
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d m 
15 as curvas representadas por peo -8x+11 y y =x* -4x+11 . 32 2 
. á 3 
16. Las curvas dadas por x = y? | | 
P y +8y +17 y x=7-4y-y'. R: Lu 
i7. La curva y =e* = 
y .U-74x, x20 y x-4. | «(ee 
18. las curv 
as representadas por 2y? - x 4 y x- y. R: Ta 
19. La rect UN; MS 
a y-x-2=0 y la curva con ecuación y - x' -3x*2. R: Su” 
R: 8/31. 


20. Las curvas representadas por y =4+x y y +x=2 


| R: (24 2/2)w. 


21. Las graficas de p(x)=senx, v(x) 2» cosx, x y x22. 


22. Las rectas x -y *120, 7x-y- 17 =0 y 2x+y+2=0. R: 16u” 
23. La curva y- x° =0 y las rectas y- X = 6 y 2y+x=0. R: 22u” 
B) Volúmenes. 
Determina el volumen resultante de rotar el área de la región del plano limitada por: 
y eleje x, alrededor del eje del eje de las abscisas. : R: 2 fu 
" 30 


24. La gráfica de la función F(x) -x-X 


l 
e de las ordenadas y las rectas horizontales y+1=0 y y+3=0 





25. La grafica de la ecuación x3-y=0,elej 
: . 2186 


alrededor del eje y . 
7 


f (x) = 4x +2 y los ejes de coordenadas en el segundo cuadrante alrededor del eje 


26. La grafica de la función 
T R: 2r u?. 
27. La grafica de la función f(x) - £ el eje de las ordenadas y las rectas hori | 
PE 8 e ) as horizontales y+2=0 y y+7=0 
R: 2. eu. 
14 


alrededor del eje y - | 


28. La grafica de la ecuación x* dar mf 


horizontal y = 0 al girar alrededor del eje X. 


— 3 1 
) - x°, el eje de las ordenadas y las rectas horizontales y -1- 0 y 


29. La grafica de la función f(x 
93 


alrededor del eje y. 
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— Lu 


? el eje de las abscisas y las rectas verticales x -r y X —-r y la recta 


4 . 
R: —-zar?!u. 
3 


y-8=0 


R: qu. 
S 
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-y41-0, el ej 
412 


30. La grafica de la ecuación x*- 


. alrededor del eje x. 


31. La grafica de la ecuación y +2-x=0, el eje de las ordenadas y las rectas horizontales y+2=0 y 
| 792. _ 3 


y-2=0 alrededor del eje y . 


32. La grafica de la función f(x)» x? — Ax , el eje de las abscisas y las rectas verticales x - 120 y x-1=0 
alrededor del eje x. R: 814 su? 
105 


( ) n( ) el eje de las ordenadas y las rectas horizontales y -O y y- 220 


33. La grafica de la función f(x)-n(x), 
e? -1 3 
Ies TU . 





alrededor del eje y . 


y las rectas verticales x=0 y x-1= O gira 














34. Las graficas de las ecuaciones x’ =y-2 y 2y-x-2-0 
l 79 
alrededor del eje x. R: ——zcu. 
20 
| | ll, 1024 . 
35. Las graficas de las ecuaciones y = 2 y y - 2x giran alrededor del eje y 15 TT 
. 2 ' . T2 3 
36. Las ecuaciones x° =y y y-x-2=0 giran alrededor del eje x. R [due 
. 2 . è T2 3 
47 Las ecuaciones x = y? y y-x+2=0 giran alrededor del eje y . Ri ua u 
2 0: 1 3 
38. Las ecuaciones y =2x y Uu - 4X" giran el rededor deleje y. R: 217 u 
i 2 2 6442 5 
O. Las graficas de las ecuaciones y - X y y =4- x^ giran el rededor del eje X. R: 3 Eu”. 
11243  , 
40.- Las graficas cuyas ecuaciones son ly =x+2 y y =X>+3 gira alrededor del eje y . R: 27 Tu”. 
| lo. ; | 11948 — 4 
41. Las graficas de las ecuaciones a * =y+2 y x° -y-3 giran alrededor del eje X. IS 27 TW. 
2 64 4, 
42. Las curvas: x - 2y - 0; y^ - 2x - 0, alrededor del eje x. R: um . 
45 a4 
x+ 2 giran alrededor de la recta x = 3. R: g ' 


43. Las gráficas de y= x’ y y: 
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44. La gráfica de la ecuacic 0,13 
ación x = 2y* — y" y el primer cuadrante alrededor del eje X. R: "rid 








INTEGRALES DE FUNCIONES TRIGONOMETRICAS 


auclor cm rt edo HE ap ena A A dos clases: directas € sio ae e tipo e pu 
contemplan fórmulas grarse, las directas emplean las fórmulas de la numero l i 
para integrar funciones trigonométricas inversas, lo que Se observa son tres fórmulas que 
dan como resultado funciones trigonométricas inversas, nos referimos a las del número 18 a la 20. El 
formulario al que se hace referencia es el que se incluye en el material. 
En las integrales de funciones trigonométricas directas Se aplicarán las identidades trigonométricas 
ta técnica se obtiene a través 


fundamentales, así como de las del ángulo doble y ángulo mitad. El dominio de es 


de la práctica y los antecedentes del curso de geometría y trigonometría; en esta sección aplicaremos sólo las 
identidades fundamentales, porque el argumento de las funciones trigonométricas involucradas en la integral es 


el mismo. 


Ejemplo: |(csc2h -tan 2h) dh. 





- m e : u^* Fs " -T 
Solución. - Previa discriminación de fórmula [j u"du = 7 + c mediante la verificación de la diferencial, la función 
nrt 


e transforma al desarrollar el producto notable que tiene ((a x bY -a° £2ab « b?), para 


por integrar s$ 
tegral con la fórmula ([(u+v)ax= fudxs [vax) y la fórmula 


posteriormente separar cada miembro de la in 


(fu du = k[udu) en el segundo término. 


| (esc? 2h - 2csc 2h tan 2h + tan? 2h)dh = [ asc? 2h dh - 2 [csc2htan 2h dh + [tan? 2h dh 


Analizando cada término en el desarrollo del binomio, se observa que la primer es inmediata, se cuenta con 
formula, sólo se verificará qué esté completa la diferencial, para los otros dos términos no hay fórmula de 
referencia, entonces se aplican las identidades trigonométricas para transformarlas hasta reconocer O identificar 
alguna de las fórmulas incluidas en el formulario básico. 

En el primer término hacemos u igual al argumento de la función trigonométrica, en el segundo término 
transformando las funciones a senos y cosenos, y en la tercera aplicamos una identidad pitagórica para expresar 


la tangente en términos de secante. 





u = 2h esc2h tan 2h = 1 sen2h : tan? 2h = sec 2h -1 
du = 2dh sen 2h cos2h 
du n __ Sen 2h 
2 sen 2hcos2h 
- 1 
cos 2h 
= sec 2h 


Al sustituir respectivamente, se obtiene: 
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o 


= [esc? „Š o sec and «f (sec sec? 2h - h.- 1)dh 





En el primer término se extrae el factor, en el segundo ya corresponde a una fórmula de integración, 


ünicamente verificamos que la diferencial este completa, al final se separan en dos integrales lo cual 
corresponde a cada término que resultó de aplicar la identidad trigonométrica en la tercera integral del 


desarrollo inicial 


-1 jesc^ udu - 2| secu + [sec 2h dh - | dh 
- 2 fosc*udu->|secudu + [sec u =- jah 


=L foso udu- [secudu« 5 [sect udu - [ dh 


Para el primer término aplicamos la fórmula (f esc? u du =-cotu + C) , en el segundo (f secudu = In|secu + tan ul + C) , 
eu el tercero ([ sec? udu = tanu + C) y en el cuarto la fórmula (fdu=u+C); recordar que la constante al final 


representa la suma de las constantes que se obtienen en cada integral. 


=> (=cotu)- Inlsecu+tanul+>tanu=h+o 


Al Sustituir u = 2h , se obtiene: 


1 | 
= -5 cot 2h - Inlsec2h + tan 2h| 4 “tanah —-h+c 
A 


Por lo tanto: | (esc 2h —tan 2hy dh = tan 2h - 00! 2h - In|sec2h +tan2h|-h+c 


Para argumentos diferentes de funciones trigonométricas, tal que uno es el doble del otro o uno la mitad del 
otro, empleamos las identidades de ángulo mitad o ángulo doble; si los ángulos no guardan esta relación es 
posible integrarse por el método de “por partes" o la aplicación de otras identidades. 


Ejercicios: 


2 2 
Nr irn | E 
20. R: 4tanvy1+w” +c. 





a E Y/1-3x 3X dx 
da e R: -senY1-3x+C. 
3i [sec sec X - tan (dx 1 1 
5 5 5 R: Stane AA 
4 
4. [csc 6x cot6x dx R: -esc 6x +c. 
5. ffi cor 2 BE dO 4 3 
R: -—cot —0 +C 
3 4 
" f dt 
sec (5t +1) R: lsen(5t*1)*c 
per 5 
f - dx 2s 
sene R: [n lesce” -cote +C. 





EDICIÓN 2011 





Cl 


El 


AE ET ; 





M— 


4 


p 






ACADEMIA DE MATEMATICAS 


R: ln 


g, [———————————— 
| 1 cot4p)sen?4g ————— 6. 
¿[1 + cot 4p 





9. | 
"coto sen^o R: 2; 


esc? X 
uera EN 
secx R: ie x+C. 


(ee sec Xx dx 
sec? x-1 R: In|tan x * sec x +C. 
2x 


1 2x 
R: pg +C. 





los cot“ x) ) sec ^x dx 


1 1 Y 1 
R: 4x+Ín csc— x-cot— x —3cot—x-4C. 
3 3 3 


2. | —— d 
| cote? Cose ^ 
e EP Le lx ] lx 
13. |— ——-—dX R: in| sece? + tan e? | —2sene? tC. 
cote? csce* j 
tan 2t 
| 15; dt R: d opg Diep: 
sec t 3 
; 5 sen'ü «c 
tan 
15. [555 iu RU | 
1+tan* 0 ——cos?0 «c 
2 
cot yl . 1l 4 
6. |—— du R: 2 en utc. 
CSC H 
[— R: In|l - cos y| * € - 
csc y —- cot y 
-lsec? (z -x)-tan(z - x)*c 
" os(x - x) - 
: [sni x)*c du R: | 
cos? (x - x) -tan (7 - JE tan(z -x)- ijec 
E: Ta -2 
jo, ¡LA 3-2001 X dx nx-2cotx-4c 
cos” 1 
tan w cot 3w 4 R: In2fsec 3w + tan 3w| +Z csc 3w +c . 
20. | d 3 
sen 3w 
; (cote tant de R: In|csc e — cot e|- sece +c . 
COS € 5 J à 
2w -3 l wW — 
Dom [ sec? 2 - 3 preo o w R: pun FU+C. 
à ) sc? r dr R: tanr -cotr+C. 
03. [esta rje 
Mr R: tanx+cotx+C. 


emi) 
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>d 
t — 4 sen" —t +c 
4 


Po t Y 
cos—-sen— | dt R: 
inu asi, d 





26. | 
x 
AEREOS PRO 


27. | (cot 2y -tan 2y y diy R: > tan 2v — Í cot 2y = C 


— 


X x v 1 
28. [ese eem] dx R: -x - Zacot =x - 2a csc=x «c. 
a 


A 


29: la - cot 3x) dx R: Inijcsc? 3x -cot3x +C. 
Ó 


3n (cosaw + sen awy 5 
Md: Y AE aw R: In gesc aw — cot aw| 4—senaiw«-c. 
a 


sen aw 
0 f 20 
seno COS - 7 Sen +C 
31. | ———— do R: E 
cos -1 1 2 
ci 


sen 4t 


Libani 07777 


Solución.- Primero se uniformizan los argumentos de las funciones trigonométricas, aplicando las identidades, 
de tal forma que todos sean 4t o 2t , una vez realizado este paso se identifica la fórmula especifica analizando el 
diferencial, de no corresponder a la fórmula se aplican identidades fundamentales para transformar la función 








por integrar. 


Caso 1: (con argumento: 4t ) 


Por lo tanto al aplicar la identidad de ángulo mitad para el seno del denominador, la integral se transforma en: 


sen 4t sen 4t 





f SUM dis . dt = dt 
NE gu ]- ——- —cos4t PET 
1 | > cost) 5*5 5 + 5 COS 4f 


sen 4t dt 


1 
— (1-4 cos4t 
A ) 


ju dt 
l+cos4t 





Al considerar al denominador como u =1l+cos4t la diferencial resulta: 


v 

an 
r- 
~ 
FS 
m- 
p- 
P- 
PP 
Pe 
e. 
m 
Pa 
A 
n 
Sl 
A 

du = -4sen 4t dt -— 

~N 
ENS, 
NS 
Ns 
MS 
TNS 
cy 





u m 
Dividiendo entre -4 ambos miembros de la diferencial: ura = sen 4tdt , para sustituir el valor de u y du 


n4t — 
QUEEN. d .se transforma en la siguiente integral: 


en la integral: 2| eT 


NO 


-2[ "s 


—— M ME E es 
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PE 





. 2[du 
4" u 
1 
—Inlul ^c 
2 


aritmos y leyes de los 


Al sustituir a u para retomar 1 i E 
a l , 
exponentes se obtiene: variable inicial y al aplicar las propiedades de los log 





1 
- Inll - cos4t| ? +c = In : -+6 = In- TE 
Il. cos Atl? 11 + cos 4t 
Por lo tanto: ¡SE = Ip c 
1- sen*2t 11 - cos 4t] 


Caso 2:(con argumento: 2t ) 


Se aplica la identidad de ángulo doble para la función seno, observa entonces en la integral la expresión en el 


numerador: 


joe dt 


1 - sen? 2t 


, , : 2 i è 
Si al denominador se considera corno u = i-sen^2t ,su diferencial es: 


du = —4 sen 2t cos 2t dt 
Entonces se Aplica la fórmula (fu du = k[udu)en la integral y al dividir entre 4 ambos lados de la igualdad de 
la diferencial, resulta: 


Z — sen 2t cos 2t dt 


Al sustituir los valores de u y du en la integral: 





f sen 2t i 2t dt 
1-sen*2t 


Se expresa como: 


: 1 
Al aplicar la fórmula (fu du = k[udu) y la fórmula (Jau =Inu+ e. — 
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Al Sustituir u =1-sen” 2t en función de la variable inicial, aplicar las propiedades de los logaritmos y leyes de 
los exponentes, se obtiene: 


1 
= Inll - sen? 2t? +c 


= In l1 - sen? 2t| +c 
Por lo tanto: p unm EI Jl - sen? 2t] +C 


1- sen?2t 
Caso 3. 


Al expresar en función de un mismo argumento(2t) y aplicar identidades fundamentales pitagóricas en la 
función del denominador, la integral se transforma en la siguiente integral: 


| 2sen 2t cos 2t 


: dt = 
cos” 2t 


Simplificada y aplicando nuevamente identidades fundamentales (de cociente), resulta: 


_ f 2sen 2t 


— dt 


cos 2t 
- f 2tan 2t dt 


Considerando a u = 2t como el argumento de la función tangente, obtenemos su diferencial: du = 2dt 


A] sustituir en la integral e integrando con la fórmula (ftan udu = In|sec u| + C) , Se obtiene: 
[tan udu - In|secu| ^ c 


Si u-2f,entonces: 





¡LL dt -in|sect| c 
l- sen*2t 
Ejercicios: 
1. [sen? Lat R: tea. 
2 2 9 
COS 24 1 
d. d R: -— 4 
peer f 8^ ftc 
] 1 1 
3. | —— —— dn R =N. +4 6 
pe m D quo seeerre 
, n X 
4. f sen^ 2 -cos 5 Jax R: —senx+c 
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y 
3 
dy | 
cae R: Ing sec ay +e 


6. [ v1- cos30 do 242 3 
R: — 3 gos EN 


T, | Vcos4t +1 dt ya 
Ri poem +C 


sen2pu | 2 
s. Í — du - 2/1 +senu +c | 
H J6 -2cos2u +c 














1 
o. [| do 1 
TU R: 2tan^ tte. 
1 
1 [— dix R: b od: 
1- cos3x 3 2 
1 


2 1 
Ya [sen x R. —x--—cotx-*Cc. 

1605 2x 2 2 
 tanx-cotx *c 


dx | ' -2cot2x * C 


1 
Hes | zen cos? x 
f Ingfesc 6x- cot 6x + c 
13. koa m s tan 
In 3j|tan 3x| + c 


sen 3x cos3x 





: lay R: coty+C. 
cos2y —coS y 
2 
ma [25+ sen? Zx) +ë 


sen3x 
ME E, R: 
i5. | 73x 
25+ sen 2 In3(51- cos 3x) +C 
1 1 
y ESA 
E m 
2 1 1 
16 jer —tan—x-«c 
]1-cos X ) 2 2 


Ž sen? 2x 3|sen 2x +c 
[sen 2x sen4x dx R aya | 
IT. tos NAS E 


1 
n3w R: —tan3wW+C. 
18. (A -dw © 
sen 6w 1 
R: —sen2w+C. 
w - sen^w)dw 2 


=- 


19. [(cos" 


A 1 1 
> , R: 4sen—x-4cos=x+C. 
np A 4 4 

mea Set 

COS y 4 






d a 
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23. | (1 tan? r) esc? r dr 


24. | (cot2y -tan2y ) dy 


t 2 
cos. -sen- JE: 


cosbx 
(cos3x + sen 3x) 


1 4 tan* c dd 
] - tan* y 


j 
| 
25. | 
NE 
E 
28. | Ox fan x 


sen2x T tan x 


( 
sen?Q 
29. | 58 17 1 
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2 
1 1 
R: J2 in| secke «tane T. 


b nnm duE 
10 
1 4 9 
R: ——cos; —0 +c 
5 2 


T +C 
2 
R: -2cot2r +C. 


R:,-cot4y -4y +C. 


1 
R: Ur4cos oC. 


R: Ing]|cos 3x + sen 3x| +c. 
R: In |sec2y + tan 2y| +c. 


R: In,/lintan x| +c. 


R: cos « cos 20 +C. 


Las integrales cuyo resultado se expresa mediante funciones trigonométricas inversas, presentan en su 
integrando: una suma de cuadrados [(u? +a?); donde a es una constante |, diferencia de cuadrados dentro del 


radical (va? - u?) o el producto de una variable por la raíz cuadrada de una diferencia de cuadrados (uvu? -a*). 


No olvides que cuentas con recursos algebraicos para transformar la integral a inmediatas, aunado al proceso 


de identificar a la función y su diferencial para verificar que esté completa. 


Ejemplos: 
cos 30 0 

y ¡a 
5+e 


Solución.- Observa que en el denominador se tiene una suma de cuadrados (u° +a?) si se considera: (eo? y 


(V5) ; por lo tanto la integral se expresa de la siguiente forma: 


Uu 






(5) «(ey 


i u2ze*" a-45 además se verifica que la diferencial este completa. 
, ? 


-3e 3 sen 30 dO 





7 '7 1 1 Ea 


? 7 ]7 ] 


/ 7 7 7)? 


7 


po 2 2 





Li 


Y 


Al dividir ambos miembros entre -3 ACADEMIA DE MATEMATICAS 
-3 y sustituir en la i 
a integral: 












du cos 38 
=e sen 30 d0 
9 
du 
| 3 
> J 
a? +u 
Aplicando la fórmula||k i 
(| kudu - k| u du) y después "ee l -du s aotan cJ se obtiene respectivamente: 
“a +u a a 
APT 
1/1 u 
===| —arctan— ve 
3La a 


Sustituyendo los valores de u y a en términos de la variable inicial, así como el valor numérico de à y 


simplificando resulta: 
1 1 par 
-i| gerotan je: 


ye 
- LES arc E em 
3| 9 o 


45 45 vele 


ecce out r 
15 | 5 





s 38 
e? sen 30 J5 J5 cos36 
- [e — —d0 CIAL] e +C 
Por lo tanto: q presa 15 | 5 


3(1+3%) y. 


3 j J4- 9x 


Solución.- En este C 
ula (fkudu= kfudu) y 


a integrar una suma de fun 


drados (Va? - u?) , primero 


atb a,b 
ales [se -—t 2 , posteriormente 
c c c 


aso se identifica la raiz cuadrada de una diferencia de cua 


una propiedad de los nümeros racion 


aplicamos la fórm 
ciones: 


se aplica la fórmula pal 


Jaque ers > 





=3f : «3| 2 dx 


ESL 
Jab" 


y en el segunda: u- 4- 9x 


Jie ox“ 


y se verifica la diferencial. 


En la primera integral considera: (3x) Y (2); 


du =-18xdx 
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Para la primera: v=3x, y a=2,entonces: dv= 3dx 





En la segunda integral, se dividen ambos miembros de la diferencial: du=-18xdx entre -18 y se sustituye 





respectivamente. 
du 
i ono: 
=3[ ——— ax + 9/8 
J2} - (3x) du 
A su vez: 
d 
cod. 
3 
|. dv 
== 9 a 
= 3| == -Z u ?du 
a?-y? 18 
En la primera integral se aplica la fórmula ([k u du - k[u du| y después la yu - arc sen + c] : 
| ” a” -u a 


1 A 
"Su ¿du 


2| dv 
3* Ja? -v? 


fi» 





Aplicando en la segunda integral la fórmula fu"du ndo c, resulta: 


n+l 
1 
u? 
arc sen — -— Tl +C 
2 


Al sustituir las expresiones : v=3x u=4-9x° y a=2 y simplificar, se obtiene: 


3% 1 m 
-arcsen 2E - T [a( - os P +e 


-arcsenZ x- J4 -9x +C 


3 3 : 
Por lo tanto: ¡La = are sen x-v4-9x +C 
4—O90x^ 


9 
a [pw -4w «1 


rs 


dw 
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ME ume producto de una vari i | iferencia de 

cuadrados lu Lea? =a}, Peoples enel ariable por la raíz cuadrada de la diferencia de 
el numerador los elementos que tienen factor común, para despues 


Solución.- En esta integral se identifica un 


separar en 2 fracciones y se simplifican las integrales 


w’ (w° -4)«1 (w? (w? - 4) 


1 
—— === dw = || —— + 
wyw -4 J wdYu?^-4 wwNw?-4 


v 


dw 





Al aplicar la fórmula(|(u + v)dx - (udx + [vdx), resulta: 


dw 





= [ww -4dw* | 


wyw -4 


Al analizar cada una de las integrales, es posible hacer el siguiente cambio de variable: u=w°-4 y calculamos 
l 


uyu’ - a? 


l u 
du = —arc sec — +C |. 
a 


su diferencial, en la segunda directamente corresponde a la fórmula |j 
` a 


u=w" -4 
du = 2w dw 
du 

EEES w dw 


e. 


Entonces en el resultado, la primera integral se expresa como: 








A 
j- 
me 
r 

g~ 
y 
— 
»— 
n— 
e 
M 
a 
L 
- 
e 
S 
eea 
— 





du dw 
RI 
E wyw“ -4 
l 
2 dw 
- fu? du + | - 
2 wyw - 4 
Integrando ambas, resulta: 
3 
l| u? 1 LU 
= >| — |+—arc sec— +c 
2| 3| 2 2 
2 
1f2 21 1 " 
->| Zu + — arc sec= +C 
213 9 D 
ly, : 1 
-l(us - 4) Vw? - 4 + Zarc sec «c 
3 >) 2 


.l (w? -4) vw" 4 + zaresec s +c 


Por lo tanto: 


EDICIÓN 2011 . 
. é ma 
| 42 


> 





t —] ÍÁ— ÀÀ 
lZjereicios: 


sun 


.arctan x + x In (14 x^) +] 


+ + ———— dx 


l4 v^ 


í X =3X +3 
X +4 





x 


) 4 22 
~ 2X — X 
| EE Go SE dx 
P ea pu 
B í l 
"sen x v1-4cot? x 
r 5 
e. | — dz 
"zXd3-In?z? 





- Sec x tan x 
P. — dx 


Vl- sec’°x 
Ee 
[| ax 
"V3-x^* 

.arcsen ? +y+1 
| dy 


J4- y 


TO TDYLIMTA DI. MATEMATICAS 








4 1 31 
R: —arctan| —sen i*J*e- 
3 4 


vos 


R: jare taninÍw +C. 


Ln Je” +3] + Baro tan Ze +C 
R: 


5 





3 V3 -2x | 
+ — tan —-e* -In,/!1-3e LC 
x4 3 arc 3 / 


R: tont x + in (i t x^)« arc tanx-^c. 


1 ji X 
R: AR O 


|x? +4| 
R: 4 y xa NB oredand eae 
1 
R: -5arc sen (2cot x) «c . 


R: Sarc sen Binz Lc 


R: arc sen (sec x) «c. 


R: -J3- x? -2arcsen B + c. 


. A 2 1 2 1 
R: y asen LAS 4-y COSA Ub 


1 | 
R: 5 arc sec (In Jy ) - c 
R: arc sec3r «c 


X NE HEN 
R: oSer Vx -4+c. 


1 2 
R: "rus sec“ 0 -440° -9 4 PP” secca FO 


^4 
o Ó 


ARTIFICIOS DE INTEGRACIÓN 


Js: 


la función aantegrar o bien como otra alternativa. 


| ortfirios de integración permiten translormar una integral a una forma inmediata ante la imposibilidad de 
reducirse à inmediata mediante un proceso algebriuco o aplicando identidades trigonometricas dependiendo de 








d >) b A 4 





ap . a 4( ADI MJ 4 DI ‘MATI MAT . 1 

xd à A V'rDL*t M did m It AS 

—iülficios varian dependi 151 irit 

E itn da como resultado Mes de la integral, lo importante es identificar cual es € 

Mm mom I ado la experienci: da eed dr E ION I 
ncia para este propósito; algunos artificios que se tratarán son: equilibrar 


integral con constantes que 

Iu dio SU BALSS EA D à a ^ A . I . 
q iman o restan, la racionalización, multiplicar por la unidad (binomio 

que falte (multiplicando 









| adecuado, recuerda que la 


una 
-ugado: exponenciales i Stei 

dominador i numerador Poe eel en algunos casos alguna variable 
C e * pa r 1c - D ' 

( icha variable), completar trinomio cuadrado perfecto, entre otros. 


3) empleando algún tipo de artificio matemático calcular: 


| U 
Fi¡emplo: PERIE- AE y 
l - l | (y u 7y y 


- 


nel 


/ + 

u , 
| [un du -— + E | 
Y n+l P 


diante el desarrollo de a 


nos sobra la 


Solución: si opta TE ! i 
l ptamos porque la base sea la función, intentando aplicar la fórmula 


f 
t 


variable “y” en el numerador, tampoco es posible simplificarla algebraicamente me 


potencia la integral, incluso esto imposibilitaría la integración. 


E] procedimiento que se aplicó en las integrales inmediatas que consiste en equilibrar (multiplicando por la 
constante y el reciproco de ésta) la integral cuando le faltaba una constante negativa O positiva ya 5€2 
multiplicando o dividiendo o por el método de cambio de variable y sustitución; ahora se equilibrará la integral 
cuando la constante falte sumando o restando; en este proceso el equilibrio es que la suma o la resta nos dé 


cero para no modificar la integral. 
pués separaremos la integral en dos fracciones 


stamos Y en el numerador; des 
uestra a continuacion. 


Para este ejercicio sumamos y Te 
para simplificar la integral, como se m 


con la propiedad correspondiente 











y-7 t. y-7 n 7 
IC May (y-7) i 


dy 





=Í (y-7) “(y-7) 


transformar la potencia del denominador al numerador con el 


(f(u o)ax= fude + Jvax), y 
omo: 


-[(u-7) dy*7j(u-7) dy 


Al aplicar la fórmula 


simétrico del exponente, Se expresan C 


| “ficación de la diferencial considerando en ambas integrales a: U=Y= 7 como la base de la función. 
La verificació 


du = dy 


án completas” procedemos a sustituir e integran empleando la 


j j s “est 
las diferenciales de las integrale 


Corno 
( iu" 
r Tm ' 
fórmula L4 du — t ( ° 
| no ] / 
( -3 | 
5 u u 
pu du 1 rfu 'du = 214 E FC 
3 ) | 
| / 
4 pe 
Nu hu 
A] sustituir el valor de U yt, retomando la variable inicial y simplificado se obtiene: 
o 44DEG ION 2011 | 
; 
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1 (uns e 
y (y-7y 12(y-7) 


(y-7) V 12(y-7) 








Por lo tanto: —E dy = YY, 
o 12(y-7)' 


Ejemplo: dw 


1 
| LICET 


Solución: Este ejercicio presenta radicales que se suman en el denominador, aplicando la racionalización para 
transformar la fracción en otra equivalente. 


A 1 moe RE RM Ez) e] V3w-V5+3W ay 
| 48w +45+3w|V3w - 45-3 (V3w) -(/5«3uw) 


ME TEN IET 


3w —-5-3w 
i ES WENO dw 
y -5 


Dividiendo término a término las fracciones se separan y se aplican las fórmulas: 
( f kudu=k Í u du) ( f (utv)dx- f udx x fvax) y se expresan los radicales como exponentes fraccionarios. 


E as - ¿[15 +3w dw - [310 dw 
- f(5+3w)2 dw - — | (3w) dw 


Al verificar los diferenciales, considerando los cambios de variable para la primera integral como: u = 5 + 3w y 


n+l 


: ns, Y d; | 
v=3w ,con el propósito de aplicar la fórmula fu du " "i c), se equilibran las integrales, procediendo: 





du =3dw dv = 3dw 
du qu) dV qu 
3 3 


Al sustituir los valores correspondientes en la integral, se obtiene: 


l l 
Ed 
3 y 9 à 
— EDICIÓN 2011 UU con emit itin, 


ui 


A 








Con la aplicación de las fórmulas ( f kudu-k u^? 
Judu) y fu -= +c) para integrar y al sustituir los valores de 


4 y V para retomar la variable inicial y posteri 23 
dados & continuación: posteriormente simplificar el resultado se obtiene, siguiendo los pasos 


T: RTE 3 3 

15 | u* du-— nap 4 AJU 

i 15 I5 3|15 3| 
2 2 


Alo > 


a 11 1[2 3 
ZCuu?|-—|zvwv^|t*C 
3 1513 

l 


(5+3w)(5+310)? -= Gu) (Sw)? «c 


Por lo tanto: id -2 y M y3w +c 
ja ams i T d SS a 


Ejemplo: -s= 
xN x? — 


n: La estructura algebraica de la integral tiene similitu 


d con el patrón establecido en la fórmula 


dx 
x (x6 ) - 1) 


dical, para aplicar directamente la fórmula, se 


Solució 


N 





1 u | 
- Larcsec— +C |, por lo tanto se expresa como: 
a | 
Á 


1 
r uyu? -a° du a 


la variable que multiplica al ra 


Al escribirla de esta forma, 
u = x° , y obtenemos su diferencial. 


. 3 
requiere que sea X ; ahora hacemos 


du = 3x'dx 
du = x dx 
3 


cuadrado en el numerador, al multiplicar por la unidad 


la variable X al 


que hace falta 
erador y el denominador). 


Observamos 


(multiplicando por x? el num 
x*dx 


| wes (Y 


amos las fórmulas ([kudu- kfudu) y Un 
uvu -a 





i al y aplic Ai areste= 46 
Sustituimos los datos en la integral y ap P 
du 
3 = 


] ntonces: 2 2 
para integrar, e du? ed" 


—————— 


cu eg 


du 


| 


; y simplificar se obti 


pow y d 1 ene: 
A EDICIÓN 2011 DET TUUS E 
| 





A] Sustituir los valores de 





3 
so l arc sec — +C 
311 1 


dx 
Por lo tanto: | —————— = —arc sec x^ +C 
| xyz =} 3 


i 1 
Ejemplo: la dy 


M . e g d ^ 
Solución: La integral no es posible reducirla algebraicamente a la inmediata | l ~ In |u| + c). por lo que 


al considerar al denominador como la nueva variable y obtener la diferencial: 


u=e*Y%-1 
du = -4e *dy 
¿RA 
-—=e *d 
5 y 


Hace falta la función exponencial e", por lo tanto se transforma la integral, siguiendo dos 
procedimientos para este caso. 


En el primero se aplican las leyes de los exponentes, se efectüan las operaciones con las fracciones y 


después se simplifica el integrando; en el segundo se multiplica por la unidad (el numerador y 
denominador por la potencia con el exponente simétrico). 











PROCEDIMIEN TO 1 PROCEDIMIENTO 2 
1 ^. 4 1 e^! e?" 
M «x ed e"! —1!e?* ele” 
e?" e^" 
e^" = e^ 
5n ]-e*" 
E 


Ya simplificada la función integrando, se procede a verificar la diferencial con el cambio de variable y 
sustitución en la integral , de acuerdo con los siguientes pasos: 


e"! 


hm 





dy 


si u-l-e" 


Entonces: 


du = -4e**dy 


du ay, 
-— =e “d 
4 y 


: d 
Al sustituir en la integral, se aplican las fórmulas (fu du - kjudu) y (JŽ - mpg. c; después de integrar se 


i -]-e? do con la siguiente secuencia: 
sustituye el valor de sí u-1-e",deacuer gu cia: 
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j 48 


Y———— — 


Ma» 


III ID 


] Jj 


II]! 


E 


AtttULUEEETIJ 


A 


JÀL LLL LLL L'U'ULL LG D 4 4 4 d 4 


- 
2 








¡E = a = -Zinu +C 


1 
- Inli- e*?[ * +c 


E té 


-e*l 


+C 





1 
Por 1 CH NENNEN e 
or lo tanto: Ja Mea] 


Nota: ¡qui o : : 
ota: En el siguiente ejemplo, se ofrece otra alternativa, ya que con la identidad de ángulo mitad 


0 0 
(cos a” 1 = -2cos? a ) se reduce a una inmediata. 


Ejemplo: [—— d0 
cos— -1 
4 


Solución: en general, si el integrando contiene funciones trigonométricas (formas binómicas en el 
denominador), que no sea posible simplificar o transformar con identidades, entonces Se multiplica 
numerador y denominador por el conjugado trigonométrico, es similar al artificio empleado para 


racionalización. 
4 
1 | pos api cos ord 
f ato 4 ide - ¡|—— 46 
9 2 
cos—-1| cos—+1 cos? —-1 
4 4 4 


roducto se procede a utilizar identidades trigonométricas para simplificar o transformar a 


Una vez efectuado el p uti 
nmediata con la aplicación directa del formulario básico. 


integrables de manera i 














0 0 0 
cos— +1 cos—+1 COS — 1 
a d$ » [—53— 48 - [|-—235- do 
— — a At mri sene 
4 4 4 4 
"d 
zi 4 1 ese (qo 
0 4 


0 
sen — sen — 
44 


0 0 0 
= f| -cot —csc— - esc? — |d0 
fl 4 4 j 


Se aplica la formula: (f(u +v) ax= fuax+ [vdx) para expresar la integral como la suma de dos integrales, 


el argumento de ambas funciones €s. 
0 
u-— 
4 
E — Tn M eR 


| 49 
——- 
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1 
du = —d0 
4 
4du = d0 


Al sustituir en la integral las expresiones obtenidas, también se aplica la 


ambos términos y al final las fórmulas específicas: (fase ucot u du ==cscu+C) y | 


respectivamente, de acuerdo con los siguientes pasos: 
0 ,0 
- -[cot E esc rao - jose? — d0 
4 4 4 
du 
= -[cot uescu £* - fese? u— . 
4 4 
1 1 2 
- -— |eotucscudu - — [esc udu 
4 4 
= (036 u)- X (cotu) +c 
4 4 


c O 
Al sustituir u = P y simplificar: 


1 0 1 0 
==08S0—+-=(01=-+0€ 
4 4 4 


4 
Por lo tanto [—;— ae - esc coto 
ost uf 4 4 4 | 
4 
Ejercicios: 
[>a 

(x+1) 
2. [—£=ax 

(4+ x)s 
2 1 dx 
B B nae 
4. o A n= 

4 1 


UI 





| 
| 
l7 

s [-, 20599 as 
Í 
j 





fórmula (| ku du E k[u du) en 


fesc* udu = -—cotu + C) l 


1 
x+1 


R: Sca (qa) re. 


R: In |x +1| + 





TO. 


2 
R: Ger Vara. 


1 
R: a TANTA ee. 


1 
R: ¿are secx? +c. 


1 
R: 3 rc sec em? ec. 
p: arc sece* «c 
-arcsene" +c 


1 
Yl + entr 
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In? a- 4e?) (e^ - 4) +C | 























ix 
e +4 
9. | 3X dx R: 
R e -4 -3x 2 
x + Inq(1- 4e ) +C 
1 | 
i zare tane^ +c 
€ en l 2x 
—-—arctane™* +c 
1 
= ; +C 
11 l d 2(e * +1) 
(e x dá R 
+e ) 1 
y e 
2(1+e d 
: | "Cb nmedanse +e 
us fer p. Wl1-4e^ 2 
e^ aud 2 y |3 
x-arctanze* «In « 4e ^ ec 
1 1 1 
13. | ——————dk E oL 
jocum R: g UA A 
14. 0 R: 4t 1 Ü 1 
sen £ -1 ;— an^ p- Seo ses 
1 
15. I dx ; R: x-tanx+secx+C. 
1+0sc Xx 
1 
16. f dh R: h+coth+csch+c. 
1- sech 
sen W d 
1j. js LU R: secw-tanw+w+C. 
1 o 
18. | dO 1 1 
Q e Lal S , 
l«c087 R 2cot^Q *2csc 7 Qc. 
1 l 1 
19. [— —— dx R: -— is - 
T i 2 RPM tC. 
20; [——— 37 Y R: cot2y * csc2y +C 
cos2y -coS y : l dt l 
] + sen^x 1 1 
9i. iae me R: A A A A 
1-2052 2 2 2 
l Oy — Ov 
00. [——————— dx y IC8c 2x -cot Zx 
lares cota d csc x - cot x i 
COSÓX dx 
23 — zax- R: In Vl + sen 6x| +c. 


B J (cos 3X 4 sen 3x) 
cosÚ - ?g 
uu — — sen*OÜ +c 
sen t 
T j- Sé ne do R: 2 Tue 
cos -1 a ! ! | 
208 O * coso tC 


25. [41 + sent dt R: -241 - sent +c. 
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n las nuevas nos ayudan a 


co eg 
pecus se aplica el artificio de 


En los ejemplos anteriore 1 i 
s, las estrategias ya aprendidas com p 
š ai plo no es la excepcion, 


resolver otras integrales de mayor dificultad. El siguiente ejem 
integración aunada con la de completar el trinomio cuadrado perfecto. 


B) Completando el trinomio cuadrado perfecto del denominador obtén las siguientes integrales: 
Ejemplo: js X 
Ox^ -30x +27 


Ó " ; su 
Solución: El primer paso será tomar al denominador como la funciónu =9x?-30x+2f Y obtener 


diferencial: 


du = (18x - 30)dx 


Extrayendo a 18 como factor indicado y simplificando se obtiene: 


eu te(x - jax 


18 
2 -[«- Jae 
18 3 


De igual manera extrayendo el factor indicado en el numerador del integrando, resulta: 
-4x : 5) 
koar 
9x? -30x +27 


Al aplicar la fórmula (fkudu=kfudu), restar y sumar - en el numerador del integrando y simplificar, se 


o. 0. 9 95. D 
*-3'3 4 *-53'12 
dx = -4| 2 


2 
| 9x? —30x 4 27 


transforma en: 





9x^ -30x + 27 
Al Separar como una suma de integrales, se obtiene: 
(9 
m" — — E CM 
|. 39x? - 30x * 27 127 9x? - 30x +27 


integral se sustituyen los valores previamente encontrados y para la segunda se 


mio cuadrado perfecto del denominador. opta por 


Para la primera 
completar el trino 


du 


18 1 
dps 


E === 
37 9x? -30x +27 
Completando el trinomio cuadrado perfecto: 


9x? -30x 4 27 29x? -30x - 25 -254 27 - (3x -5Y +27 
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"d 


í 
f 


/ / / / j J J j? ]-J 


Hd 


| 
/ 
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sustituir en la segunda integral: 


4 pdu 5 1 
ala 


Para el primer térmi i : 
p ino se aplica la fórmula 2- injuj+ C | , en la segunda observa suma de cuadrados, por lo 
u 





2 


cual se aplice i l isi 
plica la fórmula d = ds tan — +) haciendo el respectivo análisis V = 3x-5ya- 42. 
a 





V +a 
2pdu 9 1 
ura EFT 

(3x-5) «(/2) 
U-3x-95 
dv = 3dx 
Y dx 
== 


integrar , simplificar el resultado y sustituir las 


Al sustituir los datos correspondientes en el segundo miembro, 
] siguiente desarrollo: 


funciones que corresponden a u y v retomando la variable inicial, se obtiene € 





dv 
-e [28-5 UMEN: er 2 - --3mhi -S(Larctan? uc 
v.a? 9%u 9'vwv'«a 9 9La a 





2 — 
- mlox? -30x 27]? -2 Jl arctan 3x -»9 +C 
9 J2 J2 


: i 2 arc tan (ox 5) +C 


lox? - 30x + 27 
: - d arc tan | (3x - 5) +C 


(9x? -30x+27)' 


1 5 
9-4 P arctan P (8x- s) 


t a uten ec o A 








= In 


= [n 


Tt 
Ejemplo: rU 


Antes de completar el trinomio cuadrado perfecto, se extrae como factor indicado -1, después se 


Solución: 
fecto para posteriormente multiplicar por -1 como a continuación se muestra: 


complet 


4 el trinomio cuadrado per 


t? -6t-1- -[f «6t 1] - -[P +6t+9-9+1| 


-f(t s= 8 


- 8-(t4 3) 
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"A1. —  — n—Áa RE que tiene una diferencia de cuadradc 


Al sustituir en la función integrando, observa 


os T como en la fórmula 


1 
| Taa ->~ du = aresen +c), donde: u=t+3 y a-242. 
a 
Í Ti t- Ti dt 


dt = 
Jary l (242) -(t+3) 


vo que en el c 
te calcular su 








able primero 
El proceso de sustitución y el cambio de variable parecen similares, sal apris diee q c as 
se despeja una variable en términos de la otra, para posteriormen ere 


sustituciones correspondientes. 


u=t+3 
u-3=t 
du - dt 


Por lo tanto al sustituir el valor de t, dt y el de 249 , la integral se expresará en términos deu y QU 
[TM I D a uj Tu 2d 


Primero se dividir término a término para separar en dos expresiones racionales y se aplican las fórmulas 
([(uzv)ax=fuax+ [vdx) y (fkudu=kfudu): 


Tu 21 
= | —== du - | ~ du 

| la2 — u? J [a2 — y? 

u 1 
= 7 | —=T— du - 21| ——— du 
ce mA 
En la primera integral la función v es la diferencia de cuadrados, a partir de esta se obtiene el diferencial: 
v-a*-u 


dv —--2udu 


-P  udu 
2 


Al sustituir en la primera integral del paso anterior, se obtiene: 


-dv 


d 
pem enm 





Transformando el radical a potencia con exponente fraccionario y ubicada en el numerador, se apli l 
plica la 


n+1 


u 
formula (fu'du= = 
n+1 





+c), mientras que en el segundo caso se aplicará la fórmula l 


j du -arcsen A +C 
a” —u a 


como se muestra a continuación: 


Tre d 
abren 
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9 


7 1 
x 220) -21ar0sen ze 
2 a 


Al tul : i 
sustituir los valores de u, v y a respectivamente en términos de la variable t, se obtiene: 


--TNa* -w -21aro sen +C= -7 (242) - (t +3) -21arosen| Se +9) |+e 


Tt 
Por lo tanto: |- dt = -7V -t* -6t-1- 2iarcsen SE +9) ie 


y-t? -6t-1 


En el ejemplo siguiente, no se explica paso a paso lo 
procesos equivalentes, desarrollado cada uno por col 


que se realiza, pero se hace al mismo tiempo siguiendo dos 
umna, para efectos de hacer un análisis comparativo. 


f r°’ +6r+11 dr í r-6rrll y 
(1 +3) r? + 6r +5 (r +3) Nr? +6r +5 
r?+6r+11 r?+6r+5 
r?+6r+9-9+11 r?+6r+9-9+5 
(r +3) +2 (r«3) -4 
Ah dia 
-f (r-3) +2 2 - | r'*6rell — +6r+11 
y (1 +3) vr? +6r +5 EN (r +3) ES PRES E 
(r3) 0 s > 


"HA c dr - 
"jp reris (r -3)vr* +6r+5 “(r+3) )vr? +6r+5 du = dr 


u-3Y «6(u-3)411 
(u-3) +6(u-3)+11 ,, 


== r+3 ar A =Í 
mes ae or "a 


u=r?+6r+5 r?+6r+5 e EEES, 
du = (2r +6) dr r? +6r+9-9+5 uvu -a? 
2 
du - 2(r +3)dr (r+3) -4 2 
"D | du 
du -(r+3)dr (r +3) - 
2 
du = du +2 edil 
[Aer] rt "acu Ius n 
(r 43 A r +3) D 
v=r+3 a=2 v=u?-a? 
dv = dr dv = 2u du 
a cdi 
2 
a I 


| 55 


— 





- [2 +6r+5)+2 Laresee e 
2 2 2 


Por lo tanto, para ambos procedimientos: 


f r^46r411 


(r3 r^ +6r +5 


Nota: Los procesos descritos varía dependiendo la integral que se esté realizando, lo importante es practicar y 


dominar uno de los dos métodos desarrollados. 
Ejercicios: 
"ue A 
x^ - 6x10 
1 
2. Y —— 
| 3x^-46x45 


e 
g^* 2o 43 


; la P t 


e 


* 2x41 


dx 


A 


M TE. 
x41 
o 


de 

^ us -6y pu 1 
ie | 
B mem 
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Z (2vu a) 2[ are sec c3. C 


dr 2r? t6r«6arcsec 7 ac 









dv 
y ] 
c 
E ] 
-z]" idv 2] 7 "-- du 








(r«3y -2 PUEDE. 


R: arctan(x * 3) «c. 


J/6 v6(x+1) 
2 


R: — arc tan 
6 











2 v2(e* +1 
R: Cid e B le 
2/3 V3 (2e* +1) 
arc tan +C 
R: 3 
arc tan ud cad t d +6 











3 3 
2 l 1 OX 
R: In x? - x 3 a. r= 
5 5| ^10 arctan > +C. 
. 5 5 — 
R: Inl9y? - 6y + 10] + —arc tan Sy-1 +C. 
ZN 3 


E x4 In (x? dil 13) is Zare tan x 2 


> 8 be 
R: In J|? -4x à 8| t Žare tan 52 
2 2 

















ALLI g L G 8 Gg g n 0 gar T FEF ooa 4. 

















3h -5 dnd = 
3 5 5(3h-2 
mea n R: E n e ) h? -Ehl +e. 
1 
10. | === d - 
| "mer y R: arosen Y «c. 
1 
11. - 
j Rr R: drésen-- +C. 





-l — 
n5 [x(8+4x - x!) ? dx R: been e 2) [8c 4x-x? FE 


4--8x 5 
B 5(x-9 JI8x - xi- 76 
j rez i R: 76arc sen de ) g 18x-x*-76+C. 
2=5X 
LA PE A PS 11 
| Pa R: S fiax- 4x! -8 -"parcsen(2x -3)** 
4x —2 
415(x-1 4 [2x6x-3x? 
worm da R: 248 ay sen SEI 24-6x-3x/ +C. 
-5- 4x 
i eu R: 4J-x? - 4x +12 « Sarc sen 7 +c. 
J2 (2t +1) 
mee ue 


17. | ——— dt J2 
lare +4t-1 





713. 


15. 





R: —arc sec 
4 








zd eme i R: arc sec(y * 2)* c. 
x^ +6x+11 
B Ice 3) o rer +6x+5 a E A R: d DeL ares eg 
40x? -120x 4100 
n 
"I (2x - 3) J4x? -12x - 66^ R: SV4x -12x -16 + aro sec 17 ec 
[3r tw -4y t3 - 
aL, (y - ^ G-2) R: Jy? -4y +3 -arc sec (y - 2) +c 
C) Cambie de variable para eliminar radicales del integrando y calcule: 


ial, se recomienda para la integración de funciones que incluyen radicales, no 
obstante que ya se aplicó en otros ejercicios. Se toma el radical de la integral igual a una variable distinta para 
hacer el despeje (la variable original en términos de la nueva variable), si la integral presenta dos piae TE a de 
diferentes índices € iguales radicandos o subradicales, entonces se propone la raiz cuyo indice sea el minimo 
común múltiplo de los índices de las raíces involucradas, para igualarla a otra variable lineal así como los 
cambios que a partir de este se requieran para expresar la integral en función de la variable propuesta. 


El cambio de variable, en — 


| x^ dx 
Ejemplo: E cene 


Solución: Para empezar Se 1 
variable "x" y después obt 


iguala el radical a una variable diferente de la que está en la integral, despejamos la 
enemos la diferencial dx , como se muestra a continuación: 


w=Y3x+2 


wi=3x+2 
wu? -2-23x 
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Entonces: 


dx = w^dw 


Al sustituir los elementos en la integral y simplificar, se obtiene: 


G : j A 

—w' ——| wdw 

a : 4 

¡ERA A -jiw - P 42 wdw = ly + Luo Jaw 
wW 9 9 9 9 9 


Integrando con las fórmulas (f(u tvy)dx- fudx+ [vdx) y ([ku du - k[u du) para expresarla como una de integrales, 


n+l 


después se aplica la fórmula (furau E 
n+1 





+ c y se simplifica, como se detalla en los siguientes pasos: 





9 
1 a 4 a 4( wu? 
== = zac | opas 
9,8) 95] 9(2 
l g 4 2 
=—w -=—w + w +6 
72 45 


= E w? s w’ — as LU? + 2 +C 
9 8 o 


-zw (zi y gp +2]+c 
9 8 > 


Al sustituir w en función de la variable "x”y simplificar, se obtiene en cada paso: 


-g (8x2) [3x «2 8x2) 2) «c 
Ur [sos +12) LL 42] +0 
AS ` Eje 
Moca (Se - tee Jae 
9 8 10 10 
2 1 2 1 
=(3x + 2) ral iS 


I - 3g 27 +C 


2 
Por lo tanto | il 


1 
Ejemplo: E ri 
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A Se na IS pa M —À— 
ril Se observan dos radicales con diferentes indices e igual expresión en el subrradical, por lo tanto el 

omún múltiplo de los indices es 3x 2-6 para hacer el cambio de variable y a partir de este los 
consecuentes cambios: 





w-&iy 
w°? =y 
6w°dw = dy 
w° =y w =y 
Vw? = Yy Vw? = y 


|o 


SS 


wo 
N 


3 


Y 


E 


LU 
wW 


> 
[ 


Al sustituir en la integral y simplificar, la misma integral se expresa como: 





5 3 
Í 1 -6w°dw= Í - dw ss d» 
2w^ +w w (2+w) "2*w 


Ahora, como el grado del polinomio numerador (dividendo) es mayor que el grado del polinomio denominador 
(divisor), entonces procede la división de polinomios para reducirla a integrales inmediatas. 





-12u* 
12w* +24w 
24w 
-24w - 48 


- 48 


¡(su* 1210 +24-5 aw 
w+2 


la aplicación de las fórmulas: 1, 2, 3, 4 y 5 ( formulario incluido en el material), 


A continuación se detalla desde C torm 
la simplificación del resultado hasta la sustitución de w , en términos de la 


respectivamente para integrar, 
variable "y” : 

1 
w +2 


dw 





= 6f w*dw-12/ wdw+24| dw - 48] 
LU? w° 
m" [E)Z] w-wa 


- 2 Jy -16y +248/y -tn (sf +2)" +C 





dy = 2 fy -16y +24/y -In (sy +2)" +C 


Por lo tanto: | 


1 
23fy + Ju 
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Ejercicios: 


1. [2x v2x=1 dx R: 2x i| + 5) W2x=1+ 0 
Si jx 3 i x+1) R: Say (x-$ Ge +. 
E fx Sca ax R: -z(8-3)(x*2)48-x «e. 


4. Es (3- x)? dx 


5 





3 2 
X -2x 
6. dx R: —. 
m 5 
R: ln : +C 





e 

















> 
(6*3) + (x+ 3) | R: 2arctan4 x *- 3 4c. 
9. E 02x s 
Í emm | R: 5 (e 2)V1+e* +c. 
10. ¡La R: 2 Vx -2arctanx +c. 
1 24x +4Ux In (4x -1) +0 
1 ju—4.4 | R: ; PS 
2(3x +1) +In(3/x -1) +C 
Vt : 
12. Jg R: TVE -2Vt +6%/t - 6arc tan $ft + c. 
t+5 
dt -oho V2t +4 
13. eTA | R: 24t+ 2 + J2arctan 5 dept: 
. Vx +1 
E x R: In|x+ 2/x +5|-arctan 5 +C. 
15. f dx R: arctanye?* -Ipe 
c . . 
1 3x + 68x In (x -1) +0 
16. [=d R: 2 P i; 
d x 3(Yx +1) + in (/x -1) d 
] 
17. Í—À 0 R: 3 -9arctan |. 
» J2y (9 * 42) 3 
243 /3 (2e* +1 
R: aroro SEHD 


EEE ea 
I8. 1-723 
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R: (a? +4x 24) 13x tc. 
> [Vi + Vx ax R: (34 - ld) e +c. 


AAN 





MÉTODOS DE INTEGRACIÓN 


Los métodos de integración son estrategias utilizadas para transformar la integral mediante formulas o pasos 
establecidos donde se combinarán artificios, procedimientos algebraicos y trigonométricos para transformar la 
integral a una inmediata. 





Los métodos que se tratarán son: la integración por partes, integración de potencias trigonométricas, por 
sustitución trigonométrica y la integración por fracciones parciales; existen otros, no contemplados en el 
programa para este curso. 


INTEGRACIÓN POR PARTES. 

La integración por partes es un método, se emplea cuando se tiene un producto de dos funciones, consideradas 
como una función por la diferencial de otra; la fórmula de integración por partes se obtiene de la fórmula de 
derivada de un producto de dos funciones. 


[uv] -u [lev [u] 


Multiplicando por la diferencial de la variable en ambos miembros: 


Luego: 


dluv| udv +vdu 


Integrando ambos miembros: 
fa[uv] - f (udv +vdu) 
uv = fudv+ fvdu 


Despejando: 


[udv 7 uv - |vdu 


Representando por A(x) a una función algebraica y por T(x) a una trascendente, la integración por partes se 

presenta en 4 casos fundamentales que son: 

l*caso - u = T(x); dv = A(x) 

2” caso - u = A(x); dy =T(x) 

3"caso - u = T(x); dv =T (x) 
);du=A 


(x) 


Judv - 


UVHELETTTT T T ]1 1114442244117 


( 
4” caso - u = A(x); dv 


En cl primer caso se tiene una función trascendental (T Go) que no tiene integración (inmediata), como es el 
caso de los logaritmos y las funciones trigonométricas inversas. 


Nota: La fórmula de integración por partes se puede emplear en la misma integral las veces que sea necesario. 


€ ——— —————————————————— M aaa a MAU 
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id de [T(x) A(x)dx. Con T una función trascendental, 








A algebraica, U = T(x) y dv= A (x) da 


—— 


" z X 
Ejemplo: | v5x In — 


EX 
"n 


c ; integración inmediata. 
Solución: Observamos que en la integral aparece un logaritmo natural, el cual no tiene integ 


i i - . ara integrar, por lo 
Para emplear integración por partes lo importante es elegir una función para derivar y eta e 
tanto analizamos que tipo de funciones son las que aparecen como factores se están mu tiplicanao. 


T(x)- In y A(x) - 5x 


Como se tiene una función trascendental que, (por lo pronto,) no se puede integrar, elegimos 


u=T(x) y 
obtenemos su diferencial; y du = A(x) y la integramos. 
x dv = J5x dx 
u = ee i 
"3*3 (00 [dv [(5x)? dx 
du = iie 2 
XA» y = —(5x)N5x 
S 15 
du - dx | 
x 


U-—xX45x-«4c 
3 


Al sustituir en la fórmula de integración por partes, no se considerará la constante de integración en V porque 
(aún) no se ha terminado de integrar. Aplicando la fórmula de integración por partes y simplificamos: 


r 
f 


x(2 2 (1, 
in [3x45 |- [05% | ax | 
2 Sx In -2| /5x dx 

3 5 3 


La integrar se redujo a una más sencilla, que integraremos ahora identificando a la función y 
diferencial. 


r 


calculando su 
tU 5x | 
dw - 5dx 
2 = dx 
o 


Sustituimos en la integral, aplicamos las formulas necesarias y simplificamos. 
2 a X. 2; dw 
—xN5xln—-— | Jw — 
3 9 3* 3 
2 x 2 l 
-xxN5xin—- -=f we dw 
3 5 15 


is! 3 |** 


— 


«2 
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AC 0| 
2 ( x 2) 
—-xxox|in--—-—|*c 
3 OS 


Por lo tanto: | vV5x In — dx = EE mi lec 
| 5 3, 


Ejercicios: 








És fin x dx R: x(In X si C 
^ [arccos x dx R: xarccosx- Nl- x^ +c. 
Inx a 2 2 
d Er mx Inx --— «c. 

3 3 
* 1 ) l / 2 1 ` 
" [xaresecas R: 7 arc sec x vx =1+0C. 
- 3 P A" |. 1 MM 
5. | x'arctan x dx R: > xj arctan x - x Mrs -Tia +C. 
4 d g 


k ; 1 ) 2 
6. f xarc tan x^dx R: -Í x*arc tan x? - x? +arctan x |+ C: 
4t 


1 1 y 
R: xarc sen? 5* + 244 - x? arc sen zX- 2x 4C. 


7. [arc sen? X dx 
2 
R: x(In^ 3x - In9x* + 2) +€ 


8. fin’ 3xdx 


9. [Gc - 2x In^x dx R: [1e -x Jii - [st -ix Jm x. x ly, 
| 3 9 2 r 2 


-— 


u F] 3 - . f^ 9 | 
10. [Nx Intx dx R: 3 cix [int im xXx - a | FC. 


) v l » ) ] 2 
n [xarc tan^ xdx R: 5 * arc tan” x - xarctan x + 5 re tan” x « in Y tx lte. 


12. [6x'arc sen 2xdx R: 2x'arc sen 2x + z(i *2x' 11 - 4x? T. 


B) Integrales tipo [ A(x) T(x)dx. Con A una función algebraica, T trascendental, u - A(x) y dv = T (x)dx 


Ejemplo: |4ysec zdy 


Solución: Como en este ejercicio se tiene fórmula para integrar a la secante cuadrada, se hará una exploración 


obteniendo la diferencial del argumento. 


y 


w--d 
3 y 

unco 
3 y 

3dw = dy 


Como se observa, nos sobra una variable en la integral, por la constante no hay problema porgue podemos 

utilizar una fórmula para ubicarla fuera de la integral. Entonces se tiene una integral con el producto de dos 

— Ha À— —— —— ——€ —————S———————— 'O MUERE Rss 
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u =A(x) y dv - T(x). 


4[ y sec" 2 dy 
o 2 Y 
du = dy dv = sec" 4 dy 
[dv = fse’ E dy 
y 


v = 3tan= +c 
9 


Sustituyendo en la fórmula de integración por partes: 


sp) ma 


y y 
12ytan7- -12] tan 2 dy 


12ytan4 - 12|tan w(3dw) 


12ytan - 36 tan wdw 


12ytan - 36 tan wdw 
y 


12y tano - 36 InÍsecwl-+c 


12ytan2 -In| sec Y |+ 
y : ec dec | 


Por lo tanto: | 4y sec” = dy - 12ytan Y - in| sec* E 


Ejercicios: 
1 

1. [x? sen x dx R: "WE cos x? + sen x? «c. 
> [-—— 3x- l dx 1 

sen* a i "2(3x -1)cotz x «In sen? — x +c. 

5 5 

3, [5xtan' 2x dx | R: 9 «tan2x — x -In (|sec 2x|4fjsec 2x|) +c 

3x? i 
4. [xe dx NE (X? -1)«c 

0 

5, je au R: 0 (tan — sec6) + In|l + sen6| «c . 
É [—À—— ax R: -x(cot x + csc x) + in|] — 
.Jl-cosx cos x e c. 


5 | sen y2x dx R: =/2x cos 2x + sen 2x +c. 





EDICIÓN 2011 


e| 
| > 


hU22092947121939139331311 2 2252. 





funciones, tr: trascendente por algebraica; donde la trascendente sí tiene una fórmula de integración, por lo tanto 


LLLI 






d 
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Y A 


2 
3. J(« -2x +1)cos x dx R: (x -1) sen x * 2(x -1)cosx - 2sen x *c. 


a iss O Consi 
10. [x sen x cos xdx R: 4 P 


E seri — A A agus 
4 4 8 


x^ +3 2 
11. ¡as | R: OL. 
12. (Jt e^at R: 2e* (t-2Jt +2) +c. 
2 
l | 
13. jer 0, R: In w cos? (nw) -in dur cos (In u?) sen (In w^) «c 


C) Integrales tipo 13 (x) T, (x) dx , donde ambas funciones son trascendentales. 


Ejemplo: [7 sen2rdr 


Solución: En este ejercicio se observa que se tienen dos funciones trascendentales que se están multiplicando por 
lo tanto se aplicara el método de integración por partes eligiendo a la función U4, como alguna de las dos 


funciones trascendentales. 


UT" | dv, = sen2r dr 
du, - 2(7? Jin7 dr fav, = | sen2r dr 
V, =-LcosQr+c 
2 


Sustituimos en la fórmula de integración por partes (no se considerara la constante de integración porque no se 
ha terminado de integrar) y simplificamos. 


ge [jos ar | - ¡(-z00s ar \(2 (7% )In 7 dr) 


7 cos2r + In epe cos2r dr 


Volvemos aplicar el procedimiento de integración por parte eligiendo a la función U, y a la diferencial de V5, 


tomando en cuenta lo que se hizo en el análisis anterior. 
u, =7" dv, = cos 2r dr 
du; = 2(7* Jin? dr | | dv, = | cos 2r dr 


1 
V, ==sen 2r +C 
2 


Volvemos a aplicar la fórmula de integración por partes y simplificamos. 


-7* cos 2r + In 77 (5 sen ar | _ ¡(Gsen ar J(2(7")in7 ar)| 
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-177 cos 2r +57” In7 sen 2r- In^ 7| P 


sen2r dr 


integral deseada. 
En este proceso se vuelve a obtener la integral del inicio, procedemos à despejarla para tener ja a 


[7 sen 2r dr = 7 cos 2r + 7 In7 sen 2r -In* 7| 72 sen 2r dr 


Al despejar la integral, se debe de sumar la constante de integración sólo en el lado derecho. 


UN sen 2r dr «ln? 7/77 sen 2r dr = zT (In 7 sen 2r - cos 2r)+c 


: 5 t 
(1 In 7)|7 sen 2r dr = > 


2r 





(In 7 sen 2r - cos 2r)+c 


[7” sen2r dr = (In 7 sen 2r - cos2r) «c 


2(1+1n* 7) 


rgêr 
2 (1 In? 7) 


Por lo tanto: Ka sen2r dr = (In 7 sen2r - cos2r) «c 


Ejercicios: 

x " > X X 

i. fe? sen dx Re! (sen - cos Jue: 
2 2 2 


g. Je? cos3x dx R: Le” (3sen3x - 2cos3x) «c . 


e: 3 
R: 7 sen (3x - I)sen(4x *1) * 7 cos(3x - 1)cos(4x + l)+c+c. 


3. f sen (3x - 1) cos(4x * 1) dx 


3 
4, [cos 3x cos2x dx R: pen 3xcos2x - cos 3xsen2x-c. 








5. [sen sen z dx R: cos sen x - M sen=x cos x +e. 
6. | sec! 5 6 R: tan 4 sec. + In (an $+ sec d +C. 
1 f csc’ ¿dé R: -Żcotg cscó * Iny|esc ó - cot j| +c. 
8. [ sen (In y) dy R: 5 [sen (In y)- cos(In y)] «c 


D) Integrales tipo LA, (x) As (x) dx , donde ambas funciones son algebraicas: 


dx 





Ejemplo: f T 


Solución: Observamos que la integral sólo contiene expresiones algebraicas, podemos hacer algunos cambio como 
transformar el radical a potencia y ubicarla en el numerador con una ley de los exponentes. 
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Js? (1- x)? d 


Una vez hecho esto, consideramos la función que está elevada a la menos un medio y obtenemos su diferencial. 


w=1-x? 

dw = -3x'dx 

dx 
3 


Como observamos necesitamos la variable x cuadrática, que podemos separar (como factor) de la variable a la 
quinta, por lo tanto tenemos que: 


|? (1 - E x'dx 


En este caso tenemos dos funciones algebraicas que se están multiplicando, por lo tanto la función algebraica 
que sca más fácil de derivar es la que se va elegir como u . 


l 


: A m dv, : (1- x3 ) ? xà dx 
c3 
fdv, - f(1- x)? x? dx 
U, --2(- oj «c 


Sustituimos en la fórmula de integral por partes y simplificamos 


3 2 3 i | 2 d 3 ; 2 
X [-30-: ?|-J-50-^ ) (3x dx) 
-2x (1-0 «2f (1-9 x'dx 


Del análisis que hicimos al iniciar el ejercicio, sustituimos 1- x ^ por w en la integral, aplicamos las formulas 


necesarias para integrar y simplificamos. 
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Por lo tanto: 


-2 (5x -2)41- x? «c 


C 
Vl- x? t 


Ejercicios: 
1. [x (1 2x)' dx R: az a) +. 
2 [o 7 x? 
(4 +37)” R: InN4 x "3x +C. 
5 

a | x (2x +3) dx R: as (25-2) ex 9* +e. 
&. | (x 43)" 

| G1) (x « 2) dx R: —(11x-23)(x+1) "+0. 


x? 
o [le R: z( ?-2)x* +1+cCc. 


e 
| ON rn n R: (a +2)WV1-x* +c 


1 
á E 
"IE: (3 - x) 2dx R: (e + 4x-24)/8-x +c. 
5 
2 
8. | x2 1 - x?dx NEN 
0 480 


POTENCIAS TRIGONOMETRICAS. 


Como su nombre lo indica es un método para integrar ciertos casos de funciones trigonométricas que están 
elevadas a un exponente mayor que el cuadrático; para abordar este tema se clasificaron en 4 tipos diferentes 


A) Potencias con exponente entero impar. 


n-1 
sen"w dw [sen"wdw = f| sen?^w | 2 senwdw 
, SE expresan como: . 


ý f cos" wdw a 
f cos"w dw = [[cos*w | 2 cosw dw 


Posteriormente sustituir mediante la identidad trigonométrica pitagórica el cuadrado del seno, o cose 
términos del coseno, o del seno, respectivamente. , no, en 


sen?A=1-cos* A cos?A =1- sen?A 


Ejemplo: f sen e, 


Solución: Aplicamos la separación la separación descrita anteriormente. 
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5-1 


Es x 
| sen? El” senldx 
5 5 
Aplicamos la identidad trigonométrica para el seno cuadrado y simplificamos. 
xl x 
I - cos? z sen -— dx 
9 3 
ja - 2cos? € + cos’ E sen dx 
o o 5 
Separamos en tres integrales y analizamos la integral. 
x x 
[sen c dx - 2| cos? X senŽdx+ f cos’ 2 sen=dx 
5 5 o o 5 
x 
u-cos— 
o 
x 


du = ende 
5 5 


-5du = sen dx 


Sustituimos los datos en la integral, aplicamos las fórmulas necesarias y simplificamos la integral: 


f (-5du)- 2f u’ (-5du) + f u* (-5du) 
-5[du «10[w?du - 5[u*du 


3 5 
—5u +10 LN -5 L.S +C 
3 5 


z 10 x 4 XK 
—cos—|5-——cos —=-cos*—=|+c 
5 3 O 5 


5 X 4, 5 cas XÍ 5 - 19692 X- cost% 
Por lo tanto: | sen rds cos (s a m 5 COS E ee 


CITITI ALII ISISI 


; Ejercicios: 
wW w(l wW 
l. en? —dw R: 26cos-— ies! P 1e. 
js 2 zs 2 
3 i |! > 
2, f cos 30 dO R: bd L EN 30 |+c 
5 1 Ld. o» 1 a 
3. [cos 4 x dx R: —sen4x| ——— sen*^4x 4 — sen 4x |*c. 
2 2 3 10 | 
4. | cos” xdx R: sen x[1- sen? x+ Žsen' x sen xJec 
. “1 3 | > 
5. | sen” y dy R: cos y| z cos? y -> cos" y + cos? y-1) um, 
————————  — —  "BDICIÓN2004 0 0 LL 


T 
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T [ tan” wdw mM - wdw - || tan? wi tan w dw 
11) , Se expresan como: a i 
f cot" wdw = [[ cot w|? cot w dw 


TP - ; l ; n términos 
En el siguiente paso sustituir la identidad pitagórica del cuadrado de la tangente, o de la cotangente, € 
de la secante, o la cosecante, respectivamente. 


tan? A = sec? A-1 cot? A - csc? A-1 
Ejemplo: | cot? 3y dy 


Solución: Aplicando el procedimiento para separar el integrando tenemos: 


5-.1 
[[cot? 3y | ? cot3ydy 
Aplicamos la identidad trigonométrica para cotangente cuadrada y simplificamos. 


[[ esc? 3y- 1] cot3y dy 
[[ esc* 3y - 2csc? 3y + 1| cot 3y dy 


Separamos el integrando. 
| csc* 3ycot3ydy- 2|csc? 3y cot 3y dy + [cot 3ydy 


Analizamos los primeros dos términos, tomando como la función U a la función trigonométrica cuyo exponente 
sea mayor, y en el tercero sólo analizamos el argumento de la función trigonométrica. 


u-csc3y v = 3y 
du = -3csc 3y cot 3y dy dv = 3dy 
dv 
E = csc3ycot3y dy 37 dy 


Observamos que nos falta una cosecante en el pr imero y segundo términos (para tener completa la diferencial de 
la cosecante), por lo cual separaremos dicha función de la potencia de la cosecante. 


| ese? 3ycsc3ycot3y dy — 2 esc 3y csc 3y cot 3y dy + | cot 3y dy 


endo u y v , aplicamos las fórmulas correspondientes y simplificamos. 
du du dv 
3 
ida E le —À 
jue u) o[u[ n) [cotv= 
le, 2 l 
-z fu du +2 Judu += | cotudv 


ilu. Ofqr dl 
ls pd la elo 
314 312 3 


VM mer 
A esc? 3y + —csc^ 3y + In Y sen 3 yl pe 
12 3 


Sustituy 
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Pbr fatentor Tera l asc IOR 3y 
or lo tanto: | cot "y dy ==] 68e 3y + zese? 3y In |sen 3y| +c 


Nota: Este 
c € . » A NR : 
ajercicio tiene otros dos resultados e quivalentes y a continuación se describirá como se obtienen. 


1) Si se toma la cotangente como ] 


. a función en el segundo término y se busca su diferencial, tendriamos « 
Siguiente procedimiento. 


u-csc3y w = cot 3y U = 3y 
du = -3 csc 3y cot 3y dy dw = -3csc? 3y dy dv = 3dy 
du dv 
73 = ESC 3y cot 3y dy M sd = csc’? 3y dy B = dy 


Por lo tanto separariamos a la cosecante para obtener el diferencial, y como siempre obtiene un exponente par s 
aplicaria la identidad pitagórica correspondiente. 


[ esc? 3ycsc3ycot3ydy - 2f esc? 3y cot 3y dy * [cot 3ydy 
fe-s zx - 2[w W-Z), cot ut 
3 
fu du+2 [wdw * | (cotvav 
3 3 3 
líu'| 2íu?) 1 
->| — [+21 — |4—Inlsenvl« c 
314 3I 2 3 


-Z osc“ 3y + Zoot 3y + Ins]|sen3y| +c 


1 
Por lo tanto: f cot" 3y dy = -Z csc" 3y + 3 0t 3y + In /|sen 3y| +c 


2) Si tomamos a la cotangente como la función en el primer y segundo términos, y buscamos su diferencial. 


u = cot 3y V = 3y 
du = -3csc? 3y dy dv = 3dy 
du 
-2Y - esc? 3y dy + = dy 


Ahora tendremos que aplicar identidades para simplificar la cosecante cuarta del primer término y 
simplificamos. 


fose” 3ycsc* 3ycot3ydy — 2| esc? 3y cot 3y dy + | cot 3y dy 
[ (cot 3y + 1) csc? 3y cot 3y dy - 2| esc? 3y cot 3y dy + | cot 3ydy 
f cot 3ycsc? 3ycot 3y dy + [ esc? 3y Cot 3y dy - 2| esc? 3y cot 3y dy + | cot 3ydy 
f cot 3y esc” 3y dy - | ése Sy cot 3y dy + | cot 3y dy 


Sustituimos la cotangente y la cosecante por u y du en las integrales y aplicamos las fórmulas 


correspondientes: 
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EN 
O 
S 
S 
S 
: 
S 
è 
* P 





e 7 


pe[-28 ]- jul -F) + feor 


Ju du += [udu +3 [eotvdv 


l(u*| 1fu) 1 
Ll eA | = Im lsenul +0 
3(4) 3.2) 3 


1 
"a ol 3y + Ž cot? 3y + zn [sen 3y| + c 


l , 5 1 1 1 
Por lo tanto: = ———cot* — cot? 

or lo tanto [ cot 3y dy oot Sy += cot Sy * In {|sen 3y| + c 
Ejercicios; 


Li ei 20 —1n, [| sen 20| + c 
R: 4 


-Ż cot? 20 — In, /|sen 20| +c 


1. f cot? 20 do 


[Eau Aa dif o ons Mu S 


m sect 3x tn sec? 2x «c b 
D. f tan? — dx 2 2 
" 2 1 2 1 E 
tan? —x-—in| sec^ —x |«-c 
2 2 A 
1 4 2 : 
7 sec* p-sec* p+In|sec p| + c 
4 ~ 
2 5 1 f 
3. ftan pdp R: q Sec” P- tan? p +In|sec p| +c aj 
| 
Sod 4 1 2 
q tan p= tan p +In|sec p| - c E 
3 3 
—csc? (1- r) - esc? (1— Eh sd 
: (1-r) q esc (1 r)+0sc (1=r) + In|sen (1-r)|+c ` 
4. [cot (1-r)dr R: lesc5(1- r) - S ese: (1-r)« Se t? (1 ^ 
6 4 2 O ( -r)*In|sen(1- rJ c 
1 | 1 y 
—cot? (1=r)-cot* (1 - ry 4 1 egi 1 
6 ( ) 4 ( ")+cot (1=r) + In|sen(1=r)|+c 
L secs ets 3x+X ser? n 
18 4 ¿Sec 3x -In 3sec3x| + c : 
1 1 
5. | tan! 3x dx R: — sec? 3x --—sec* 1 2 
| T 497 3x « tan 3x In afsec3x] +o ! 
1 1 
— tan? MH 4 1 
18 12 an 3x + e tan? 3x - In ssec 3x] + c - 
| sec" w dw r T 
ii) , para estos casos se aplicará el método de integracié l 
f esc" En Bracion por partes considerando respectivamente: » 
u = sec"? w , dv = sec? wdw " - " 
, = CSC wW, dv -csc? wdw 
bes 
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Ejemplo: f sec? dà 


Solución: De acuerdo con lo propuesto para esta estrategia, procedemos a separar la secante de tal forma que nos 
quede una cuadrática por el producto de otra elevada a la n-esima potencia, para después utilizar la fórmula de 
integración por partes. 


f sec G sec? p d0 
2 2 


0 
u- Td dv = sec? — d0 
2 2 
1 86, 0 Nm 
du sec tan. dà | [dv = | sec ¿ae 


Din te 
2 


Aplicamos la fórmula de integración por partes y simplificamos. 
0 
sen an [2tan (3 sect tantae | 
2 2 2.2 2 2 
0 
icon une - [tan? V secas 
2 2 2 2 
Aplicamos la identidad pitagórica para tangente cuadrada. 
boss iip S E: f| sec LN 1 Jsec de 
2 2 2 2 
Dian - [sec? 8 de + [secZdo 
2 2 P. 2 
Despejamos la integral de secante cubica y analizamos la integral que queda en el lado derecho de la igualdad. 
0 0 0 0 0 
c? —d0 = 2sec—tan — - | sec? 2 d0 + | sec — dO 
| sec* 5 2. 2 j 2 j 2 


0 0 0 0 0 
3 3 E -= e bad 
[sec 799 + | sec ; 0 = 2sec7 tan? + | sec. d6 


0 

w-— 

2 

I 
dw - —d0 

2 
2dw - d0 


Sustituyendo, aplicamos las formulas correspondientes para integrar y simplificando tenemos: 
0 0 0 
2| sec? -d0 = 2sec — tan — + | sec w2dw 
| 2 2 2 j 
4,0 


| sec — dà = S [2 seca tans e 2Inlsecw «tan sc] 


TC 








[ sec? Ld0 = secÉ tan S ein secZ + tan 2 
1779  — — 9 2 2 
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Ejercicios: i 
l. [esc ydy R: In [esc y - cot y| e ues 
3 
339 Í 3 3 in 3 sec? t » tant +C. 
^ | sec get R: tan Fsec or 2 2 
v fads 1 X5, X, 9 E, 4m X 4 +C 
3. | sec" — dx A 3 7 LX sec-—tan — «4 In 
| 2 R: — sec pus 4 ; 2 
4. | esc? 30 d0 R: -L osc? 30 cot 30 - Z eso 30 cot 30 + In Ylesc 30 — cot 30| + c . 
l 12 
1 ? 5 
5. | sec’ 0 d0 R: A cen Oan +2 sec? 0tan9 + — sec tan «In Nisecó + tan 6| TG. 
6 24 | 


B) Potencias con exponente entero par. 


n 
| sen"wdw | sen"w dw - [[sen?w ? dw 
1) , Se expresan como: 


| cos" AA [cos"wdw = f [cos?u dw 





Posteriormente (debemos) sustituir el cuadrado del seno o el coseno mediante las identidades trigonométricas de 


“angulo mitad”, desarrollando (las potencias de) los binomios correspondientes. 


sen?^A = zQ —cos2A) cos” A = 5 +c082A) 


Ejemplo: | cos* DTE 
` Solución: Aplicamos el procedimiento para exponente par y simplificamos. 
si 
| | cos? 5x |? dx 
1 2 
—(1+c0s10 
|30 +s 2)| as 
a+ cos10x)' dx 
4 
l (14. 2c0s10 
AL + 2coslOx-cos 10x) dx 


Observamos que todavía tenemos una función trigonométrica elevada 
aplicamos otra vez cl procedimiento anterior nada más a la que esta elevada al cuad i 

rado y simplificamos 
2 
2 


HIE -2coslOx- | cos? 10x p ja 


| 
a jh HFAcoslOx4 


l i | |] 
a fl Lr 2coslOx 4 a | 5 9520» Ja 


<u 





4. | 
5M + COS 20x) [ux 


/ 
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ES 2coslOx i ger dx 
4212 2 


Separamos en tres integrales, analizamos cada uno de los argumentos de las funciones trigonométricas 
aplicamos las fórmulas correspondientes y simplificamos. 


) 


1 
Z [dx [2eos10xax « 1 [1eos20xax 
442 4 442 


f dx «3 [cos10x dx +} [cos 20x dx 
8 2 8 


u =10x v = 20x 
du =10dx dv =20dx 
du | dv | 
10 20 
d 
S ax+} ou ie cosy 
8 2 10 8 20 
Ž[ dx « 1 [cosudu « L— fcosvdv 
8 20 160 
3 1 1 
— X + — sen u + —-senu+c 
8 20 160 
3 1 1 
— x +— sen l0x + —— sen 20x +c 
8 20 160 
Por lo tanto: [dos*5xdx=2x+2% sent0x+_sen20x +0 
8 20 160 
Ejercicios: 
2 (In w 1 1 
k [E aw R: 5 nlw|* z sen (Inu?) «c. 
A [ sen? — dx R: LP E 
4 2 m 2 
3 3 2 3 
3. [sen* dx R: gn x senz xc. 
à d. UN R: Dodge s l 36 
. [cos x ' 16 12 64 ag 9n x+C. 
5 0 d0 R: e RE eendi ? 20 
Os | sen 16 4 64 ag en +C 


n-2 
2 
[ sec" w dw f sec" wdw = J| sec w | 2 sec? wdw 


, se expresan de la siguiente forma: n 
ican > 
[esc wdw [ esc" w dw = fl esc^w | 2 csc’ wdw 


De esta forma será posible expresar la potencia de la secante y de la cosecante en términos de del cuadrado de la 
tangente o de la cotangente, ya que la diferencial de la tangente es la secante cuadrada, y la de la cotangente es 
cosecante cuadrada. Las identidades pitagóricas para lograr lo anterior son: 

ISEC i 


sec’ A = tan A +1 csc? A- cot^ A+] 


4 90 
Ejemplo: | sec* a do 
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Solución: Aplicando el procedimiento y simplificando: 


4-2 

| sec FR sec? Se do 
2 2 

| 1 + tan? 30 sec? 38 ¿y 

2 2 


30 
| sec? 30 ¿y i | tan? a — d0 
2 2 2 


Analizando la segunda integral tenemos. 
UE tan 3. 
2 
die eec 3040 
2 2 


hu - sect 9 up 
d 2 


Sustituimos, aplicamos las fórmulas de integrales correspondientes y simplificamos. 
f 2 du + f u? du 
3 3 
2 [au Ps f u“du 
3 3 


2 2fu?` 
—u-—|—|-c 
3 313 


Stan 6 (1«2tan Jc 
3 2 3 2 


PES, 2 d | 1 49 | 
— d0 - —tan —0| 1--—tan" —0 |-c 
Por lo tanto: [sec > 3 a 2 3 2 


Ejemplo: 
i 

Í. [ csc* 36 dó R: "got Se Ecot? 36-1)«c. 
¿A duas. b uc ad. A *t 

Ze f sec a . Vi ]o 4n age leo. 

1 l 2 

i [csc* 3x dx R: "cot 8x Ecot’ SA COE" SxelJee 
Sd R: -cot y| 1+ cot? y + Scoti l n46 

4. [csc ydy y| i-*co y * cot Y * cot y |+cC. 

1 
5. | sec^ 0 d0 R: tane tan" 0 Stan" o tan?0 s1) +a 
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[ tan" wdw [ tan" wdw = f| tan? w} dw 
ii) — se expresan como: 
cot wdw 


f cot" wdw = f cot? w dw 


Y posteriormente, sustituir mediant 


nw e la identidad pitagórica el cuadrado de la tangente o de la cotangente en 
términos de secante o cosecante res 


pectivamente. 
tan? A = sec? A -1 cot? A=csc* A-1 
: a 2X 
Ejemplo: | cot “ dx 
3 
Solución: Aplicamos el procedimiento para separar la función trigonométrica. 
$ 
2 
[| ot 2x dx 
3 
2 
floe 2- | dx 
3 
| eso ZE -2esc? PE «1 ax 
3 3 


Separamos al integrando y en el primer miembro aparece una cosecante elevada a la cuarta, aplicamos el 
procedimiento para potencia par de cosecante. 


jose Sax - 2 [ ese? A ax [dx 
fese 2]? osc? A dx -2f ese? P axe fax 
[eot 2E [eset Dax -2f esc? 2X ax + fax 
foot Faso ax e foso? P ax- 2f esc? Lax+ fax 


f cot? EX udi 2% 
3 d 


dx- foso * ax « [ax 
3 
Analizamos la integral haciendo la función u igual a la cotangente y obtenemos su diferencial. 
2 
u-cot—x 
3 
need S ede 
3 3 


dy = de 
2 3 


Sustituyendo en la integral, aplicamos las formulas correspondientes para resolverla y simplificamos. 


fu? (-Zau)-Jf-3au [dx 
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3 
Pd 21d 
;| du ; | du | X 
3(wu 3 | 
mi | mÓ— ope PE MC 
213 2 
2 
EA 
2 o 2 3 
Ejercicios: 
1 | cot 4 x dx R: -lcotàx xc 
9. tan* Lag 


: 1 
R: tan? 14 -3tan 2$ « $ +c. 
3 3 3 
R: E cotx d xa 
3 


1 : 1 1 
R: -— cot? 3y +—cot* 3y - —cot3y -y +C. 
5 "wg Tw US 


C9 
E, A _— —, 
O 
O 
ek 
EN 
es 


D ai DE Rf D ai t 
R: -—cot' —+ —cot —— —cot —+2cot—+t+c 
7 25. 23 2 2 


C) Producto de potencias: | sen" w cos” wdw . 


m n 
' = m d 2 2 
1) Para m y n enteros pares expresar la integral como: | sen wcos wdw = f| sen?w |? | cos w |? dw 


Al sustituir las identidades de ángulo mitad para el seno y el coseno 


al cuadrado respectivamente; al efectuar las 
operaciones se generaran integrales de menor grado. 


Ejemplo: | sen’ xcos' xdx 
Solución: Aplicamos el procedimiento para el producto seno coseno de potencia par y simplificamos 
4 " 
[[ sen? x|? | cos? x |? dx 
1 M1 i 
3 -COS 2x)| Za + cos 2x) dx 
2 2 
[ia -cos2x) 2 *cos2x) dx 
4 4 
1 2 
IH -cos2x)(1* cos 2 x) | dx 
E (1 - cos? 2x) dx 


16 


Aplicamos el procedimiento al coseno cuadrado resultante y simplificamos. 


l ef, 1 ] 
16/[1-711+0054x]| dx 


icloi-1- i 
164 > 7 os 4x dx 
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1 2 
_— [i-es dx 
10*12 2 


l ẹ(1 


TA (2h - cos x] dx 


Z [4( -cosaxy dx 
1 


z4 | (0-20054x+cos* 4x) dx 


Aplicamos la identidad de ángulo mitad en el coseno cuadrático, separamos al integrando y simplificamos. 


ad -2cos4x +L+Lcos8x Jax 
64 0 9 


4 É -2c0s4x + Zcos8x Jd 
64-12 2 


2 dx - 1. [cos 4x dx « —— [cos 8x dx 
32 128 


128 


Analizamos los argumentos de la segunda y tercera integral. 


u =4x y =8x 

du = 4dx dv = 8dx 
du a dv a 
i 8 


Sustituimos, aplicamos las formulas requeridas y simplificamos. 














E dx - [0osu 2 , COSU— 
128 32 4 28 8g 
E s cosudu + : [cosvdv 
128 128 1024 
EA senv-c 
128 128 1024 
i 3 1 
——x-——sen4x- sen8x-«c 
128 128 1024 
l t . [sen? xcos' xdx ==>- x- 1585 n4x- . sen8x=+c 
Por lo tanto: 128 128 1024 


OS a continuación es una estrategia que se usa sólo cuando el producto seno 


Nota: El procedimiento que verem 
te par, como en el ejemplo que acabamos de hacer. 


por coseno tiene el mismo exponen 


Ejemplo: | sen! xcos* xdx 


Solución: Primero aplicamos una ley de los exponentes para dejar a todos elevados a la misma potencia. 


| (sen xcosx) dx 


Aplicamos las identidades de ángulo doble. 
A ME EX M ICE Hr c Uv—— QA D 1 C cc cM 
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4 
E sen 2x) dx 
2 
l a 
| —sen 2x dx 
16 
Ahora aplicamos el procedimiento para la potencia par de seno. 
[ 
+ [[sen? 2x? dx 
16 | 
2 
l (i-os x) dx 


16 
E zq — cos 4x) dx 
` 24 [(1- 2c054x « cos? 4x)dx 


Aplicamos la identidad de ángulo mitad en el coseno cuadrático, separamos al integrando y simplificamos 


ac I (1-200542 3 3cos8x Jas 
64 2 2 





1l (S -20054x + 50os8x Jas 
64-2 2 
NS de cos 4x dx + l [cos8x dx 
128 32 128 


Analizando la segunda y tercera) integral. 


J J : J - RES y EY PS Dit. daana d aum 











u-4x U-8x 
du = 4dx dv = 8dx 
du dax dv _ 
4 8 
cistituimos en la integral, aplicamos las formulas requeridas y simplificamos. B 
3 1 du 1 U 5 
—— | dx-— |cosu— + — | cos v — 
val 32 4 128 8 
3 [ dx - — cosudu 4 l Jcosvdv 
128 128 1024 "- 
3 
—— X — —— sen u + Se 
128% 128 1024 ^e t€ - 
: x : sen4x + : 8 
— x ==— ———S 
128 ^ 128 1024 ^ o tC - 
| TIENE > 
Por lo tento: | sen xcos xax = 128 108 sen TX + 1024 sen8x-4c 
Fjer IC1O8: Ww 
a A X 
uu E? a 1 
l. f sen 4 Co» 4 dx K: ¿AE Sen xX+C. ~t 
—— 8 
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Si | sen? 3 cos* 9x ax | l "RM MM" 3x c. 
" - 16 96 72 

[ sen* 7T cos? Za R: A Sex SA senec 

"s | sen? $ cos" dx R: x= senx +7 sen x-i sen 2x +c. 

m | sen? q cos A dx R: xl sena + sen + go sen? xro 


ii) Para n entero impar, la integral se escribirá de la siguiente forma: 


n-1 
. n-l 
| sen w cos" wdw = | sen"w|cos? w | 2 coswdw 


n-1 


| sen" wcos" wdw = f cos” w| sen? w |2 sen w dw 


En el siguiente paso se sustituye el coseno cuadrado en términos de seno o, (en el segundo caso, el cuadrado del 
seno en términos de coseno,) aplicando la identidad pitagórica correspondiente. 


Ejemplo: | sen? e* cos? e* e*dx 
Solución: Tenemos que la potencia del coseno es impar por lo tanto procedemos a utilizar el método 
correspondiente. 


3-l 


| sen e" | cos? e“ pa cose” e*dx 


f ser? e :1- sen? e * |cose" e'dx 
f sen? e*cose* e'dx- f ser? e*cose* e*dx 
Analizando, que seno sea la función U y procedemos a obtener la diferencial. 


u-sene* 
du = cose? e* dx 


Sustituimos en la integral y aplicamos las fórmulas correspondientes. 


fudu i fudu 


Z 
L4 

e 
o 


| 
| 
| 
ET 
o 


Dir 
a 
EN 
ES SSA 


| 
cp | 0 
` 
N 
_A 
+ 
O 


l Y aX 
par e sen? er |+c 


| 1 1 
Por lo tanto: | sen? e* cos? e* e“dx = en e* o gen e* «c 
Ejercicios: 


2 3Y a SY R: ? sent ERE Jc 
1. [sen - CX E dy 3 57 3 5 57 
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R: sen 3x ==> sen?3x) c. 
2 | sen? 3x cos? 3x dx 5 7 


1 E 2l 2 4l 
6 — — n X T9. 
- X X R: sen xl =- se xr 38 
9. f sen? Ż cos? S dx : E 4 5 d 





1 

* [eg R: 050" x- Sese x & sen x - — sen x «c 

x 
sen^x 


cos! — 1 1 1 
1 p 3 1 3 415) i. 6 "0l-cc. 
5. |-— a R: t6jsen 20 2 - S sen’ 20 +2 sen 46 2; 99 4 | i 
be 


lii) Para m entero impar, la integral se escribirá de la siguiente forma: 


m-1 


f sen" wcos" wdw = f cos” w| sentw | 2 sen w dw 


En el siguiente paso se sustituye el seno cuadrado a términos de coseno aplicando la identidad pitagórica 
correspondiente. 


Ejemplo: f sen? e* cost e* e*dx 
Solución: Tenemos que la potencia del seno es impar por lo tanto procedemos a utilizar el método 
correspondiente, pero antes conviene elegir w = e* por lo tanto dw = e^dx. Sustituyendo: 


3-1 
Í cos* w sen? wdw = l cos? w| sen? w | 2 sen wdw 


[ cos* w|1 - cos? w | sen wdw 
[cos* wsen wdw - fcos* w sen wdw 
Analizamos que coseno sea la función y procedemos a obtener su diferencial. 


U = COS W 
du = -sen wdw 
-du = sen w dw 


Sustituimos en la integral y aplicamos las fórmulas correspondientes y simplificamos la integral. 


fu* (-du) - [u* (-du) 
futdu - [u*du 


y e 
7 5 


E og C 
7;COS QtU——cos? w4c 
7 9 


1 7 1 : 
Por lo tanto: | sen? e* cos* e* e*dx = z OS e* TT COS e* +c 
Nota: En estos dos ejercicios el cual tiene ambas funciones igonométricas con 


tr 
por este procedimiento y el anterior como lo acabamos de ha 
saber que procedimiento usar. 


Es potencia impar se puede realizar 
cer, lo importante es identificar las potencias para 
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Mi suiza i aiio E 
Ejercicios: 
Sy Sy i. 45 [s 25 | 
L. | cos? —- sen? 2 : cos” —y|—cos —y-l|-*c 
| 3 sen 3 dy R E zY z zY 
1 fl l i 
2. A sen? X : n Los'ix-i]ee 
[cos 3 sen z R: 3cos E 3 : 
1 am ql 2 
3. sens £ sh ; 6 1 s^—Xx--—cos hijo 
j 4 (08 qe R: cos ¿* cos" E a 
1 
i [| dx R: lsec?x-3secx-3cosx4Lcos)x-c. 
COS” x 3 3 
1 1 
5. n cos” 3x sen? 3x dx R: cos3x cos? 3x (Zoos 3x- Tka 3x- 3 +C. 


[tan" w sec" wdw 
D) Producto de potencias: 


cot" wcsc" wdw 


i) Para n entero par la integral se escribe de la siguiente forma: 
LR pa 
[tan" w sec" wdw - [tan" w| sec? w | 2 sec? wdw [cot" wcsc" wdw = [cot" w| csc? w | 2 csc? wdw 


Aplicando las identidades pitagóricas para transformar ia secante o cosecante cuadrática (únicamente la que se 
encuentra entre corchetes) en términos de la tangente o cotangente respectivamente. 


X X 
Ejemplo: [tar? ¿sec 5 dx 


Solución: Tenemos secante con potencia par por lo tanto procedemos a emplear la estrategia. 
4-2 


f tan? x| sec d ' sec? X dx 
S 5 S 


[tan? žl tan? 24 1 sec? X dx 
5 5 5 


x x x 
ftan* = sec? — dx + [tar? Ž sec? X dx 
5 5 5 O 
Tomamos a la tangente como la función a integrar y obtenemos su diferencial. 


w= tan Ž 
5 

du = Lg X dx 
5 5 


5du = sec? zd 


Sustituyendo en la integral, aplicando las fórmulas correspondientes y simplificando. 


J à 5du + [u*5du 
5| idu + 5[u*du 
6 4 
jo) 
6 4 
TEN OO —————— 
| 


| 


l | 


` a 17 


83 


* 
XT ———— 








x 2.3 
Por lo tanto: | tan^ g Sec ¿A = SER Sa tan L 5) +C 
3 5 2 


Ejercicios: 





l. | tan* 3x sec’ 
| sec 3xdx R: E 3x|7+5tan? 3x]+c. 
105 
2. | cot^ x csc? 
| cse xdx R: 1 tan? x - In(cot? x) - Lot? x «c. 
sec? e : j 
3 de Kane [1e Stan? c+ tan* e+- tan" 
lans R: 2Vtan e io ld eb E tC. 





5/ 2 
ii | cot” x csc' xdx R: -5cotx deor x + eot xoc. 


8 
CSC” X 
9 1 3 1 
cot? x dd R: 5 tan" x - Inicot? xl - ot? x - cot? x «c. 
11) Para m entero impar las integrales se escriben de la siguiente forma: 


m-1 
m n 2 "9. - y 
| tan” w sec LU dw = [[ tan w | 2 sec” ! wW sec w tan w du 


m-1 


| cot" wcsc'" wdw = [[ cot w | 2 esc" wesc wcot w dw 


A continuación, utilizamos las identidades pitagóricas para transformar la tangente o la cotangente cuadrática 
(localizada entre corchetes) en términos de la secante o la cosecante respectivamente. 


Ejemplo: | cot? 40 csc? 40 dO 


Solución: Tenemos cotangente impar por lo cual aplicaremos la estrategia para separar la función y simplificar 


3-1 
f | cot? 40 | 2 esc?” 40 csc 40 cot 40 dO 
| | esc” 40 — 1| csc’? 40 csc 40 cot 40 do 
fosc’ 40 csc 40 cot 40 d0 — | csc? 40 csc 40 cot 40 d0 


Tomamos a la cosecante como la función (la que aparece elevada a exponente diferente de la unidad) y 


obtenemos la diferencial. 
u-csc40 
du = —4csc 40 cot 40 dO 


ES = csc 40 cot 40 d0 


¿en la integral, aplicamos las fórmulas correspondientes y simplificamos. 


Sustituimo: 
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-2 [w'du 2 fu’du 


iw ifu’ 
=| — | -=| — | +c 
4| 3 4( 5 





4 
Erérelclos: 
1 1 
1. [cot € esc? L ax T ak uL sc^—x--—|-c. 
| 4 4 R: —4csc "de 5l 4 3 
tan2x Y 1 1 1 
2. || ——— | dx i ^70y-—— os! 2x-3|«c. 
(2) R: cos2x| 2 cos” 2x T 2 
3 f 2 t xdx R: cse? xycsc x l esc? xs P esp ps Jr 
. | esc -— — -— 
iind 17 13 3. 5 


tan? 0 4 4 
4. de R: — 07 0 4- —3cos? 0 +c. 
jue z Sec i sec ~ 


cot 7 1 2 1 3 1 
5, | ——— dx R: asen? Tx 1- S sen! 3 sen zx o 
E: 2 5 2 7 2 
2 


iii) Para m entero par y n entero impar las integrales se expresan de la siguiente forma: 


ftan” w sec" w dw = f| tan? w]? sec” w dw f cot" wesc wdw = Jor w]: csc” wdw 


Posteriormente se aplican las identidades pitagóricas para transformar la tangente o la cotangente cuadrática en 
términos de la secante o la cosecante, respectivamente, y después utilizar integración por partes (como en el 


casol inciso 111)). 


0 
Ejemplo: [tar? f sec7 dà 


Solución: Separamos la integral de acuerdo con la estrategia cuando se tiene tangente con exponente par 
multiplicada por secante con exponente impar. 


[| tan 4 


[| sec? e 1 sec E do 
2 2 


YIN 


sec do 
2 

f sec? 8 de - [sec e 

2 2 


Obtenemos en el primer termino una secante impar la cual resolveremos utilizando integración por partes como 
en el caso 1 inciso iii); entonces tomamos solo la secante cübica y la integramos. 


TC HDI M LA DI MATEMATICAS 


[ sec 0 d0 
2 


) 0 
f sec Ll sec*=d0 
2 p 


T "a de= seo" n 
a 2 
2 
0 
du cun tan d v = 2tan— 
2 2 2 2 


Aplicamos la formula de integral por parte sustituimos y simplificamos. 


| ON 0 0111 0 ] 
sec— || 2tan— |- || 2tan— || —sec—tan — |d0 
| a j ¡ JE 2 2 
0 
2 sece tan. — [tan? S sec iao 
2 2 P 2 
2 sec tan  - f[ sec* 2-1 sec de 
2 2 2 2 
2sec%tan$ - [ sec? £g + [sec Dao 
l 2 2 2 2 
2| sec? Cae = 2secF tan £+ f sec? dð 
2 2 2 2 
sec? Sae - sec tan + f sec P ao 
2 P, 2 2 


2 
sustituimos en la integral inicial el resultado de la integral de la secante cubica y simplificamos. 
0 0 1 0 0 
sec —tan — * — | sec—- d0 - | sec—- d0 
2 2 2) 2 j 2 
secP tan -1 f sec? qo 
2 2 2 2 


Para la integral restante: 


0 
u-z— 
2 
due tan 
2 
2du - d0 


0 0 ] 
sec ^ fan -5] (sec u)2du 
0 Ü 
sec tan - - | secu du 


() O 
seco tan ~ In|sec u « tanul«c 


— 





() Ü ü 
sec —tan In|sec— + tan +c 

2 2 P, e 

; | 7, () Ü Ü 0 
Por lo tanto Lari sec —d0 = sec- tun ln|sec — v tan NE 
adii | >, ) 2 2 2 2 
7 Urt 
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A.  -- __ _ _Á——MMMMMMA ACADEMIA DE MATEMATICAS. 
SUSTITUCIÓN TRIGONOMETRICA. mm mmm 


La sustitución trigonométrica es un método que cambia las funciones algebraicas del integrando en funciones 


trigonométricas; este método hace uso del triangulo rectángulo y las razones trigonométricas, apoyado en el 
Teorema de Pitágoras. 


Para asociar este teorema con las funciones trigonométricas nos referiremos a un ángulo agudo del triangulo, 
específicamente el que está comprendido entre el cateto horizontal y la hipotenusa así ya podemos distinguir a 
los catetos como opuesto (CO) y adyacente (CA). 





Del teorema tenemos que: (CAY + (coy = H? 


Para trabajar en integral haremos razones entre la constante y a la variable de la forma que ocupemos las 
funciones trigonométricas que tengan diferenciales positivas (seno, tangente y secante); de este modo la variable 


(u) se ubicará como) el cateto opuesto y la constante como el cateto adyacente (a) . 


u=€0U a. =CA 
Por lo tanto: a? +u? = H? 
Despejando cada literal tres posibilidades. 
H=wvVa*+u* ó H=vu“+a* a =V/H? - y? "sb. T 


Observamos que en cada caso la hipotenusa siempre es positiva, este es un dato 


: Ea ; a que tomaremos en cuenta al 
momento de utilizar el método de sustitución trigonométrica. 


El método de sustitución trigonométrica se emplea para integrales que tienen raíces cuadradas de la forma) 


2 jaj? 2 L2 21. a - 
(Va? +u? = yu? +a?, Vu? -a , a^ -u ); también será empleado cuando estas sumas o diferencias de 


" 2 VS 2 9 YN 2 n 
cuadrados están elevadas a un exponente entero (a tu ) = (u +a ) (u? -a?) (a? T wy). 


La construcción del triángulo rectángulo en este proceso se explicará a continuación. 


A) Integrales que contienen la forma Na? -u’ . 


Como se explico con anterioridad lo importante es ver quien es positivo en el radical para encontrar a la 
hipotenusa; por lo tanto la constante es la hipotenusa y sabemos que la función es el cateto opuesto y lo 
colocamos en el triangulo rectángulo y el lado que falta será el radical. 


"Rc 
u=00 
e _—f=CEA 
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Ejemplo: dx 


[6 e^ | 


E 


Solución: En este ejercicio tenemos una diferencia de cuadrados donde la constante es positiva en el interior del 
radical. 


peer. 


Por lo tanto, construiremos el triangulo para emplear el proceso de sustitüción trigonométrica, donde la 
hipotenusa es 4, el cateto opuesto es la función e* y el cateto adyacente es el radical Y16-e” . 


4 
eX 
Pas 
J 16- e^* 
Las razones trigonométricas a utilizar son: 

CO e* E. 
Seng = >> cosg - CA -V16 -e7 

H H 4 


De la (primera) razón despejamos a la variable x y de la otra sólo despejamos al radical. 


e 16 - e” 
— = sen _ 
>= E 0050 
4 4 OS 
e” = 4senO slum — 


x 2 In(4 sen) 


Una vez despejada la variable x obtenemos la diferencial para sustituir los elementos en la integral. 


x - In(4sen6) 
-—— — (4cos6)d0 
4 sen O 
dx = cot 0 d0 


custituimos los datos en la integral y simplificamos empleando identidades trigonométricas. 


[505 coto qo 
4 sen 0 


Í cot 0 cot 0 dO 
[ cof? 0 do 


Como observamos, podemos utilizar identidades o el método de potencias trigonométricas, lo importante que hay 
que resaltar cs que se puede utilizar una estrategia aprendida anteriormente o un metodo para concluir la 


integral. 
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| (esc? 9-1) do 
[ esc? 6 de - [de 


-cot -0 +c 





l a 
Ya que sea obtenido la integral se procede a regresar a la variable inicial de la integral por lo cual buscaremos de 


acuerdo a sus definiciones de las funciones trigonométricas obtenidas, en el triangulo que hicimos al inicio del 
ejercicio. 


El valor de Ó lo obtenemos de la primera razón: 


Xx 


2 senta E 
cota =£ ., N16 e | 4 
CO e” xX 


e 
8 = arc sen-- 


Sustituimos en la integral. 


16- e^ I 
o.  -arcsen e” *c 


e 


Por lo tanto: pase” y, _ _vl6 -e”* 
e e* 


l x 
-arcsen 7e” +c 


Ejercicios: 
2 
Sec x 
l. [| ———, dx R: "E C TUO. 


a? — y? 


1 
2. [———— d u 
La la? - y? y | R: dy TC. 


3 
| - / e 2 
3 [Hos LOT iO Ari gg 
r 


dr | R: In 








h? 
T J 3 dh R: M — A 
(B-r?) 3-h? 3 
t 
5. [e'v25-e* dt R: Aarcsen S. 1e 25e? +C. 


2 





s R 2 1 1 0 a 
ud pro ABS En E 2* 4—x +e. 


3 
R: Ma Dat. 
a 
2\75 R: ——— A 
agua 374(16- x°) V16- x? 


de l 1 2 I 
^g R (er a se. 
t 
10. fy’ (a yy dy R: -zr (a° -y*)(2a* +5y?*) Ja? -y? +c. 





AE q rar 
8. |—————— 
t? 
n i x(24- x°) 
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11. |t J9-t dt 


x? 





B) Integrales que contienen la forma Ja? + 11? . 


Observamos que los elementos están en una suma de cuadrados por lo tanto al ser ambos positivos el radical se 
toma como la hipotenusa, la variable el cateto opuesto y la constante el cateto adyacente. 








lg | 
a^ -u =H did. | 
lu u 
u =CO " | 
a - CA A0 | 
a 


I l x 
| Ejemplo: |- dx 
| Vx +4 
Solución: Tenemos una suma de cuadrados en el interior del radical, que reescribiremos de la siguiente forma: 
à 3 
[o X 
| -= üx 
x p 


f : . a 
Construimos el triangulo rectángulo, la hipotenusa es el radical Vx? +4, el cateto opuesto es x y cl cateto 
) 


adyacente 2. 











2 
Las razones trigonométricas que corresponden son: 
CO x ; 
Mois: E seco s HA e X +4 
í CA 2 
De la razón tangente despejamos a x y obtenemos su diferencial, y de la razón secante despejamos el radical 
X i 
4 tano x^ +4 A 
2 = Sec 
2 


x= 2tan0 | 
Vx” -422sec0 


dx -2sec^0d0 


- sex A A ze eS 
OGustituimos en la integra! y sump'iicamos. 


(2tan 0) 


2 sec? 0 do 
| 2 sec 
8| tan? 8 sec 0 dO 
cm i EDICIÓN 201! ———— mnn ERE 
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a ss 


Esta integral se resolverá de dos formas, en una aplicamos el método de potencias trigonométricas; en otra 


aplicamos identidades trigonométricas, dejando todo en términos de seno y coseno, y simplificamos. 





8|| tan? 0] tan 0 sec 0 dO 
8|| sec? O — 1| tan 0 sec 0 do 
8| sec* 0 tan 0 sec 0 d -8[tan6 secó do 


Tomamos a la secante como la función y obtenemos su 


diferencial. 
u-secO 
du = sec 0 tan 0 dO 


Sustituimos en la integral, aplicamos las fórmulas 
correspondientes y simplificamos. 


8| u^du - 8| du 








3 
g f sen”O 1 de 
cos? 0 cosÓ 
3 
sen” 8 
8| === d0 
| cos 0 
8 f cos™ 0 sen? 0 d0 
Aplicamos potencias trigonométricas. 
3-1 
8|cos” 0| sen” 6 | 2 sen 0 dO 
8 Í cos” 6[1 - cos? 0 |sen 0 d8 
8 [cos 0 sen 0 d0 — 8[ cos” 0 sen 0 d8 


Tomamos a coseno como la función y obtenemos el 


diferencial. 


e 
s(t ]- Sue 
3 


u-cosÓ 
l du = —sen 0 dO 
Su zu Je -du = sen 0 d 


Sustituimos en la integral, aplicamos las fórmulas 
correspondientes y simplificamos. 


8[u^ (-du) - 8[u? (-du) 
-8| u*du +8/u*du 
8|u*du - 8[u^du 


-3 -1 
a jua)» 
-3 -1 
8( 1 1 
unn] ccacsnens —8 = 
2nd Pa 
8( 1 ` | LS 
-|——|-8 
i-r) os ]*^ 


8 
z Sec’ 0-8secÓ «c 


8 secó[ 1sec?o =1)+o 
v3 





8 seco[ Ł seco =1j+e 


A 


Como observamos, el resultado es igual sin importar el camino que se tome, siempre y cuando apliquemos los 

















conocimientos correctamente, ahora sustituimos los valores en el resultado para obtener la integral en términos 
de la variable inicial y simplificamos. 
yo pÁ / A m? 
EPE p 
VX +4 || 1| yxs +4 
8| ————— | +| —— | -1|+c 
P 3 2 
/ S A / d 
—5 —| l(x^-4) 
11.2. nl X + 
TNX *4|— |l-1|«c 
CSL 4 J 





/ ) ] ) 1 | 
4x4 [a+ 21 |*c 
LO 3 y) 
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O tanto: — == dx = — (x — 2) yV x? 4 4 +C 


de «4 3 








t X 





C1 lt forma dd (d 





A x* 4 (De - 
ES -2) Vx? +4+c 


Cili a fetha 16H) t la positiva [)€H lo tanto est se ul 


; 
c |-«c 
3 


r 
R == 
aria? +r’ 

/ 2 
R: In N4-9x -2 +C 


3x 


Jh +a +h h 


R: [n |. — —— ]|-— 


: JeRIZE P$. 


x? 


R: ————————— 
3(x* +1) Vx? +1 d 


R:l JH x? A 
ý | t | a(i) 
R: L(a +9)(x? -6) Vx? +9 «c. 





| | ————— 


R: —x | | ' 
N EXA Da dona +1 + x| 00 





Tuc 
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Al CIAVLCIC 
» i 
4 + . 

erior nde 

-T- B - 


QE z ro 1 . » » y » 1 
AGO En la integral tenemos una diferencia de cuadrados donde 
9T Gel radical, por lo tanto reescr; Ibiremos la integral de la siguiente 





C Cir? 35 1 d $ - 2 4 1 - 4 , - g - 1 
_ e RIOS ei triangulo rectangulo donde la hipotenusa será la variable 
-1 cateto adyacente 3 





Las razones trigonométricas a utilizar 


Ui 1201 





o 


De la razón secant despejamos a la variable x y obtenemos su diferencia! 


-- Cial, 
radical. 


t i 


x= 3 sec 60 
dx = 3 sec ð tan 8 de 


Susttumos en la integral y simplificamos. 


f 3tan 60 
(3sec8) 


-Osecótan” 8 





3 sec 98 tan 0 de 








1 I "e p= — + y "Mo —o—-— T q en $ m ^. pen O re 
o px ana + OMT ~ & CAS ar Arc = a 
AE [— CAL -i sd [CIC Licgdil»siUiiiid c è be E o 
Y J AC Ac - z 5 
> s df — 
> - 
i 
f 
3 
" Sé 
€ © 
~ 
N — S j 
md i 


CA 3 tan = 


y de la razó 


: 


CA 








MO 


C4) 


fO oT o 


-— — 


< 





wA o a 


A 


x^ 


2 
— 


-— Tano 
-— LCD IE 
v 








S | | du 
y (y l) 

t) |? \ ii , hr dr 
! | da 
[NS 
h-.. n^ dh 
"a (l (ef 

















Tr entes para integrar » sampu 
n secó -tanĝi -sent -c 
JIITCSD na NIES 
A „Xx -9 di =Q B 
In! E um > t1 
3 3 
x- yx“ - 9| 4x 7-9. 
In. - 
3 
«X - yx” -9 
dx - In 2 -9J. 50 
3 | x 
15a* 








R ky -b - barc sec% +c 


E 


R: : tE 
x* -1 


By‘ -12y/ +3 


E IL c 


3y(v! -1)yy 1 


(a^r* - b*)(3a'r' - 2b”) Va’r’ -b c 





i : : 
X+- YX -qa X 
R In ————— — ———— + (€ 
(1 Pr. - a 4 
3 h Y Jh i o a p 


* gin d4d——— aur 


i > 
2 y " 
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v df 


S Jid 


Ñ 


ld 


| 


idd 


rj /j I 


d 


Lidd 


i 


d d d du 


Fase x 
a 


3. | —— —Às -dx 
"—— 


(25 - p 


4. (do 
z —6z +18)? 


Lu 


s [E Law 
(7 44e" + e?" 
e — ia 
(x1) yx? +2x +2 
eE 
Vox” Toy +8 
8 je 
AX 1245 
9 l > ; dx 
(x° +ø ) 
























... Ae regem T e 2 
5 27 (e?" +4e” + maer 








-2 lu. 2)Jgieax-x! - A421 Ax - x! +c. 
2 
235 es x^ 


o 


x 
+ In +C. 








x+2 
Ri 
9/5 - Ax x? 

z-3 


R: === 
o/z? -6z 418 


Cab 2)(2e^" +8e" + 17) 


TC. 
TC. 


TUE s 


Jx? 2x «2 
p. PERERA Le. 


x+1 


3x+2+V9x" +12x+8 


2 


Var -12x+5+C. 


R: In3 FC. 








9 
4x^ —19xT5 























2 

;|aretan + : E 

a d tR 
: EN 2 +C 

: 2a? (a? — x?) a dea 
x + — In z +c 

2a* (a? — x?) a^ a2 — x? 

x-3 


R: x—6 


R: [n 
3 


R: zarc sen (x - 1) « (x -1) 2x - x? +c 





Je 
9J 6x — x? É 


————— C. 
3V6x- x? 

] 43(3x+1) 1 l 
R: zaresen $810 14s, y fa Tx +c. 

5 

R: 5 arc sen (x -1) - z(2x' +5x+15)V2x - x? tc. 
Vx" - 4x c 13 x -2 
T SAPE A DUIS A Rr 








FRACCIONES PARCIALES 


Este método se emplea para integrar funciones racionales que no se simplifican en inmediatas por los artificios o 
métodos anteriormente utilizados. Para emplear este método se debe tener una función racional propia, es decir, 


que el grado del numerador sea menor que el grado del denominador, si es impropia (el numerador tiene un 
grado mayor que el denominador) deberá efectuarse la división correspondiente. 


Sc tienen cuatros casos, la clasificación depende de la factorización que se tenga en el denominador de la 


integral, primero se determinará si son factores, lineales o cuadráticos, irreducibles y, posteriormente, si estos 
[actores no se repiten, o se repiten. 


Caso I: Factores lineales irreducibles que no se repiten. 
Caso Il: Factores lineales irreducibles que se repiten. 

Caso III: Factores cuadráticos irreducibles que no se repiten. 
Caso IV: Factores cuadráticos irreducibles que se repiten. 


Para la comprensión del tema es necesario recordar las factorizaciones, simplificación de fracciones algebraicas y 
la resolución de sistemas de ecuaciones lineales de primer grado. 


A) Caso I. Factores lineales irreducibles que no se repiten. 


Dependiendo del número de factores que contenga el denominador, será el número de fracciones parciales en 
que se descompondrá el integrando de la siguiente forma: 


A B C 


sb + ——+... 
ax+b cx+d ex+f 


x>+1 dx 





Ejemplo: z a 


Solución: Procedemos a factorizar el denominador. 
x? px bx 
x(x’ +x-6) 
x(x d 3)(x -2) 


Sustituimos en la integral. 





zl 
ara 


Tomamos c] integrando y la igualamos con la suma de fracciones parciales correspondientes con cada uno de los 
factores del denominador. 


x1 A B E 


x(x+3)(x-2) X x+3 x-2 











Multiplicamos ambos miembros por el común denominador: 
; x41 A B C 
EAN AA emm x(x+3)(x-2 
| ) | x(x &3)(x - 2) d XA A X ) 


x+1=A(x+3)(x-2) + Bx(x-2)+Cx(x +3) 


Realizamos las multiplicaciones. 
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x+1=A(x7+x-6)+ B(x* -2x)« C(x* +3 ) 
x 412 Ax? + Ax - 6A + Bx? - 2Bx + Cx’ + 3Cx 





Factorizamos los términos comunes de la variable que estamos integrando, en forma decreciente en el grado. 
x+1=x (A« B+C)+x(A-2B+3C)+(-64) 


Igualamos los términos del polinomio de la izquierda con los de la derecha, por lo tanto: 


0=x? (A+B+C) x=x(A-2B+3C) Ana 
Formamos ecuaciones lineales con incógnitas A,ByC: 

1 

A+B+C=0 A-2B+3C=1 pace 


Observamos que el valor de A ya se tiene, por lo tanto se sustituye en las otras dos ecuaciones. 


 lipgiceo 2L -0B+30=1 
6 6 


B«c-l -2B+3C =L 
6 | 6 


Resolvemos el sistema de ecuaciones simultáneas para obtener los valores de B y C: 


E | -2B +30 =L 
6 


b^: 
=l 2)-12B -18C 2 7 


1)6B - 6C 
A la ecuación (1) la multiplicamos por 2 y sumamos miembro a miembro las dos ecuaciones (método de 
reducción por suma) 
12B +120 «2 
-12B +18C =7 
04 30C 29 
90C 9 
d 
10 


Sustituimos el valor de C en la ecuación 1 y obtenemos el valor de B. 


6B+6| 3 =i 
10 


6B+2=1 
5 


/ 


|. 30 
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1 1 3 
| O. L5 . 10 dx 
X 43 x-2 
$, l pl . l E 
—|——dx-—|-—dx-— | — dx 
107 x-2 343 IO” C43 
u-x-2 U-Xx-3 
dusdx dv - dx 
Sustituyendo en la integral, aplicamos las fórmulas corroc spondientes y simplificamos. 
3 rl lel, ] r1 
—|—du-— | — x -—|-dv 
10” u O* x Loty 





> Inlul - 2 lo] il +C 
10 6 15 


3 
| inf 216 -žnl nlx + 31] 
6 15 


me-a — | ln 
In Ix - 2| - In [sd ac + 3l +c 


It e — or " 
SJ Ecl be + 3l 








l l 
x[e + In [x + 3lis | +C 


in 





p.n ix = In Va C 
" Y dx = lIn- + 
Por lo tanto: | x? J x^ m 6x OE xl IS x 2 3l 


Ejercicios: 


| 3x -5x-^ dx R: In ELA 
„3 Y a 
PO x e Ix -1 
. 7x-«1l . 
>. | 22-9 dx R: In (x + 3) (x-2J|«c. 
T 2 |x x -2) 
3. ¡ae R: WERA a 
> T (x +1) 
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a d+ a] 














x=] 
i Jz +7x-4 dx R: [n OS 
2x -] 
: 2x 4*5 3x -1 
y. Ț - i VI 
EX ray s 
J(2. 
2 hoo a 
X l(x—2) 
P | 2 dx R: x «ln JS ) l 
X que x«3[ 
X -xX-«2 :-1) 
7. | — dx E ow a : 
| cs R: x «in bel + 
X' «3x! - x? -Ax? «83x «4 =i) 
g, [E t9X xt -Ax* rax 4 TREE 
[peg Ral 
o. [HU -3y-30 py, 
y + 3y° -4y-12 R: In iv - 2 tc. 
14-11r-r^ 4l(r - 2 
1 O. ¡il dr R: l Ir + I(r ) +€ 
r° -14r -r?° +24 r-3) 


B) Caso II. Factores lineales irreducibles que se repiten. 
En este caso se tendrá un factor lineal elevado a un exponente, el cual es igual al nümero de veces que se repite, 
este exponente indicará el número de fracciones parciales en que se descompondrá el integrando: 





A B C z 
— je noii Qo, caca FL ———— 
ax*b (ax«by (ax+by (ax +b)" 
xx -4x'-44x 
Solución: Factorizamos el denominador. 
x” -4x' «4x? a 
x! (x? - Ax + 4) 
x! (x-2) 
Sustituimos en la integral. 
Í x-1 
x'(x-2y 


Tomamos el integrando y lo igualamos al número de fracciones parciales que nos indica la suma de los 
exponentes del denominadores; tomando en cuenta que empiezan desde el exponente lineal hasta el exponente 


"a i m M ^w 73 £C B ^ 
que indica cada factor. 


Multiplicamos ambos miembros de la igualdad por el común denominador y simplificamos. 
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9 a x+l = A B E Lu uL E. x x-2) 
x (x-2) E x x x x-2 (x-2) 
x41- Ax? (x-2} + Bx(x-2J - C(x-2) +Dw* (x-2)* Ex" 
x41- A(x -4x 14x?) Bic - Ax? 4x) +00 - 4x 4)  D(x* -2x°) + Ex 
x41l- Ax! -AAX? +44x? + BX? - ABx? + ABx + Cx? - ACx + 4C + Dx -2Dx? + Ex? 





Factorizamos los factores comunes de la variable de integración para formar un polinomio. 


x+1=x' (A+D)+x (44 + B-2D+E) e x (44-4B+C)+x(4B-4C)+ (4C) 


Igualamos los términos del polinomio de la izquierda con los de la derecha: 


O=x*(A+D)  O-3^(-C4A«B-2D«E) O=x"(44-4B+C)  x-x(4B-4C) 154€ 
Despejamos para formar ecuaciones con A, B y C como incógnitas: 
1 
A+D=0 4A+B-2D+E=0 4A-4B+C=0 4B-4C=1 mE 


Observando que el valor de C ya se obtuvo, lo sustituiremos en las demás ecuaciones para calcular los valores 
que faltan. 


A+D=0 -4A+B-2D+E=0 $ 1 1 1 
7 v à sA-4[5 «i-0.  4B-4|l|-1 C== 
—+D=0 e L)+3=2[-5)+8-0 2) 4 4 
e LIA 2 A 48 "n 4B-1-1 
£ d dn 4B -2 
phos e das peg 4 n 
16 4 2 8 7 "E" 
4A-=0 7 
3 4 
==+E=0 : i 
A 4A =— a= 
E=> E 
A=— 
16 


custituvendo Los valores de A, B,C, D y E en las fracciones parciales. 


7 3 


T b Go 
EE Co 8 
x'(x-2) x x 2 


x” x-2 (x-2) 


«imos el integrando por la suma de las fracciones parciales: 
ÁUustituumos» El 2^-7o 


Al T 3 
16,2 ,4 16 8 

L9 m. + 

j x x x x-2 (x-2) ia 


— las formulas correspondientes para separar cada una de las integrales. 
/ [ í Dn? As 
m aa A 
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ETT zi dx fx dx - — [— dx+Ž f(x- 2) “dx 


C 





x-2 


Analizamos el quinto y sexto término de la integral para verificar que esté completo tomando como la función a: 


y 


u-x-2 
du = dx 


S 311 N > ! ` a AT 1 i | 
Uustituimos, aplicamos las fórmulas correspondientes y simplificamos. 


= dx fx dx ez [x x?dx Ef du += S fu”du 


-1 -2 2) 
Lime £d a Leda S[ 2 A |+0 
16 20-1, 4(-2) 16 8| -1 
L (Inlxl -inlx - dl) +) : J« 
6 2x) 8Lx 8\x-2 


7 Ix] -Ax(x-2)-(x-2)-3x^ 

















in : +c 
16 |x-2| 8x^ (x -2) 
| z -4x^ 48x -x42-3x? 
In !$ —MM—M——————— «cC 
x-2 8x^ (x-2) 
ln 10 =al IX-X +2 
x-2 8x^ (x-2) 








7 











x41 J| x Tx=7x +2 
Por lo tanto: napa = In! x2 + Bx (x-2) < 


Nota: En algunos casos se pueden tener la combinación de los casos anteriores, por lo tanto se harán las 
——— i - . ! c Cta 
separaciones correspondientes para cada caso que se presente. 


Ejercicios: 


< à 
FEN EE x in(192) - 2x1, 


T x! 2x!Jx^ : 











X X + X 
x'-2x- i l 
2. | xc ueni R: — *In|x 2| «c. 
X 42x ^ 
LA I3x - 85 | Yo uo 
x TO dx R: In pe ~- 2x?| + Lo. 
^ Ix 14x X = 
.3x? +9x*-12x-72 —4l" rr 16 
| | F dx R: {na ia a LE ^c 
(api. n 8) (x42) X -2x-8 
^) n 
| ) Y y A y " R l | re pas X C. 
: 16 (x - 2) b d — 4 
] AM 7-8x 
AFIS Mp ae -1)° - pet un 
2 2(x-1) 
b | ; UN $ | 9 O T Ox 
"uS v] =x" +3x+in(x-1)’ 4 Le 
2 2(x-1y 
NEENNNNNN——ÁÓÓÓÁHÉMÉMME C — 
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A +1 R: sec ox - ;*€ 
A e j, ` X Xe] 
locu am T | | í ) 
) (x-3) 3 C 
8 | X^ -5x-12 dus R: "E a . 
oe oy? FIA 
abe Tt 7 R: In ! NONE 
— + A : q 
ll E t-1 
| t -3t«2 lt -- 2| (t-1) 
10 4- 7x 4 2x^ -3x? R: ue : +C. 
10. | dx "dx-3(x-1) x*1 


X y? c S 1051.5 


C) Caso lI. Términos irreducibles cuadráticos que no se repiten. 
Dependiendo del nümero de factores que contenga el denominador, será el nümero 
que se descompondrá el integrando, de la siguiente forma: 


de fracciones parciales en 


Ax + B Cx + D " Ex+F 
ax? +bx+c dx? +ex+f gx"+hx+i 


, x-1 
Ejemplo: le 


Solución: Factorizamos el denominador. 
x* -3x* +2 


(x? + 1)(x? +2) 


Sustituimos en la integral. 


f x-1 
(x? + 1) (x^ + 2) 
Tomamos el integrando y lo separamos en tantas fracciones parciales como factores tenga el denominador. 


xl |. Ax «B Cx+D 


(x? +1)(1 +2) x +1 o x?'«2 
Multiplicamos ambos la dos de la igualdad por el factor común y simplificamos. 


(x «ix Jr rz "I 5 [252 SP n - (x +2) 
x-1 =(Ax+ B)(x? £1) +(Cx+D)(x +2) 
x-1=A(x * x) - B(x? +1) +C(x* *2x)« D(x? +2) 
x-1=x"(4+C)+x"(B+D)+x(A+2C)+(B+2D) 


O=x*(A+C) 0 - x'(B« D) l=x(A+2C) -1=B+2D 
A+ C=0 B+D=0 Ad MC mI B+2D=-1 
Resolvemos los sistemas lineales dos por dos, respectivamente. 
IA AA --XAxO—a—e—e—Á oa O 
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Sustituimos en las fracciones parciales los valores correspondientes de las constantes: 


pel =x-1 x+l 


(x? +1)(x? +2) 3 pd PFT 


Sustituimos el integrando por las fracciones parciales, separamos las integrales y simplificamos. 
































-x+1 -x+1 
f —— t dx 
x“+1l x^-42 
-x +1 -x +1 
| 2 + | 2 dx 
x41 "x -2 
X | 1 x 1 
"A dx t |——— dx- |- dx + | —— dx 
leas | 312 La 
ji x X 1 
dx — dx —- dx 4 dx 
Lar La Laa Lan 
Analizando el segundo y tercer término de la integral tenemos. 
u=x +1 — E, 
du - 2xdx dy =2xdx 
2 
Sustituyendo los datos anteriores y reescribiendo el primer y cuarto término. 
du dv 
1 1 
A e 
x* «(1) +(/2) 
Aplicando las fórmulas correspondientes integramos y simplificamos. 
1 l ¿du 1pdv 1 
lx device et 
x^ 41) " d x? + (V2) 
1 l X 
arctan 5 - sun lu| - —inlv| + — arctan — ^ c 
1 2 2 J2 J2 
: ; Ja J2 
arctan x — E (Im Le? + + In x^ + 2l) + V2 are fan — x +c 
a 2 2 
] ) n) J2 Ja . 
arc tan x ud (x^ -2llx? + 1) | E cow +C 
TER Jo 2 
arctan x —- in lat 3x* + 2| pe n +C 
n S E A ——— AA 
— — EDICIÓN 2011 - 


| 103 


—— == 








e 2 
Por lo tanto: | mi dx = arctan x - In lx? « 3x? +2 Baro tan, tC 


X dise? 4.0 








Ejercicios: P 
eR 3/2 2 
l. js 3 - D R; In|(x? +2) Vx? +1|+ 2arctan x- Y aretan Aix «c. 
X -3x^-42 2 p 
3(x-1 
o. A R: mt ñarotan PL, 
x +8 |x? - 2x +4] 
-2 P -15 í 2 
(x? : A da R: l 23 + — Barctan(x - 2) c. 
(x +2x+1)(x -4x +5) xX -4x+5]) x+1 
"un A2 
a | D a ETE dx R: [n l A 2415, enn ABAD 
(x -2x +1)(x? + x4) ' Ix — 1 x-1 3 15 
2 fx^,—x46 2 | 8| 3411 J11(2x +1) 
n e MEE R: m| (x-1) Ix? + x +3] [LE iS E ct HC. 


Caso IV. Factores cuadráticos irreducibles que se repiten. 
En este caso se tendrá un término cuadrático elevado a un exponente que es el número de veces que se repite, 
este exponente nos dará el número de fracciones parciales en que se dividirá el integrando: 


Ax>+B " Cx+D " Ex + F AM Yx+Z 
ax + Drt (ax? + bx +c) (ax? +bx+c) (ax? + bx +c) 


2x +3 


Ejemplo: e 


Solución: Procedemos a factorizar el denominador. 


x^ 42x? +1 
In + lj 


Sustituimos en la integral. 
f P E 3 
2 
(x + 1) 


factor cuadrático irreducible repetido, ex 


Ponente de dicho f o 
descompondremos el integrando. actor indica el número 


Observamos que tenemos un 
de fracciones parciales en que 


2x7 +3 — Ax*B  Cx«D 





uu ambos la dos de la igualdad por el común denominador y simplificamos. 
Multiplicamos ambos la do: 


21 2x +3 Ax + B M Cx + D | 
(x | ) (x: : 1) | x^ | (x y 1) 
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2x* +3 - (Ax - B)(x? +1) - Cx « D 
2x «37 Ax(x* +1)+ B(x? «1)« Cx « D 
2x +3 = Ax? + Ax « Bx? -B« Cx« D 
2x" «32 x (A) -x* (B) x(A « C) - (B4 D) 


f A ACADEMIA DE MATEMATICAS 


O=x*(4) 2x^ = x° (B) O=x(A+C) 3=B+D 
A=0 Bz2 ACs 24129 
sb D=1 
C=0 


Una vez que se han obtenido los valores de A, B, C y D, los sustituimos en las fracciones parciales. 


2x7 +3 Ox42  Ox«l 
CES 
2x +3 2 1 
(1? +1) x +1 (x? +1) 





Sustituimos el integrando por las fracciones parciales en la integral: 


f P, F 1 
X + 1 [€ dE 1) 
Separando las integrales con las fórmulas correspondientes tenemos: 


1 1 
AA 





Se tiene una fórmula para resolver la primera integral, para la segunda aplicamos un procesos algebraico para 
transformarla y emplear sustitución trigonométrica. 


dx + |-— dx 


1 
2f x? + (1y (131) 


a primera parte: 


dx = 2 are tan z) 
x’ + (1) 1 








. 1 : sec? 0 
tl f ocu —dx | — sec? 0 do =| — d0 =Í E d0 = | cos? 0 dË - 
ud fX Gy d i (sec 0) sec 0 sec” 0 . 
[. X | J> 


Ji IN 20141 


T — — A — M m — —— 


j 
meee e M IRE e E d 


ACADEMIA DE MATEMATICAS 











xo aem a lfa png 
i Q1" fane 22 = secó [5(1+c0s29) d8 = 7 | (1 cos 20)d6 = 
x= tan 8 : 1 1 1 l du 
«x^ lc d alba 8 = — | d + — | cos u — = 
dense B. x^-1-2secO0 ;|d6 ;|cos28d 21 zi 5 
1 1 1 1 
kd d du = —0+—senu+c= 
;|d6 q | 0osu > 4 
Dogs A lo L(2 0 8) a 2 PE TT EA 
u = > = =0+—(2sen0cos0)+=c=-—0+-— +C= 
E 2 4 2 4 2 "9 
u 1 
y Zarctanx+1[_2_ [2 |+c= larctanx — +0 
A i e) re] 2 2(x° +1) 


sumando los resultados de las dos partes y simplificando: 


1 
2arctan x * —-arctan x + ————— +c 
2 2(x* +1) 


o x 
—arc tan x + ————— + € 
2 2(x? +1) 


2 29 
Por lo tanto: IT dx = AA A 
ox +1 2 2(x? +1) 


Nota: En algunas integrales se puede tener la combinación de dos, tres o los cuatro casos, por lo tanto se harán 
las separaciones correspondientes para cada caso que se presente. 





Ejercicios: 
pc P. 
s + AX — 9 dx R: In J|x? +2 " 5V2 arotan dx SH : dT. 
x* c 4x^ +4 8 2 4(x? + 2) 
2 
5x? +18 : x l 
a a R: in -+ l +C. 
2 ls EDU E x? + 3| 2(x* + 3) 

5 2 
Len D R: -N2 arctan JZ x- 16X *x*4 o 
(53 4x8 e 4x* + 4x (2x? + 1) 

3 
| x'-4x ,-x-c3 : R: Dürelanara e EET I 
už x9 23x?^43x*' +1 4(x? 4 1) 
1443 arc tan y3 (2x +1) EI) — E dus tc 
3x? -5x-43, 3 3(x? +x +1) 
T R: 
dx +x+1) 1448 orotan dS QX*1) 2x4 


3(x +x+ 1) 
MISCELÁNEA 


La mavoría de las integrales re quieren de una combinación de métodos de integración para resolverlas: 
integración por partes y fracciones parciales, cambio de variables y fracciones parciales, etc. 
g 3 


1. ió dx , por partes. R: in -2e*|-— In Je** - 2] dee. 
E 
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ACADEMIA DA, MATEMATICAS 


X 1 4X 
—tan — - —tan" +c 
à. ati , Identidades. R: 2 2 6 2 
(14 cos x) | 3 2 | 
—cSC X-cot x - cot? x «c 
3 d 
3. [———— adx , Sustitución Trigonométrica. R: 4 12 +48x-105 — -12x +48x -105 +C. 
(X -4x + 13)? 243(x? -4x +13) yx? -4x+13 


AE [a 1 | 
| | arc sen v x dx , cambio de variable y por partes. R: xarc sen x POSU - x^ Eus sen4x +t. 








- ln - 
qe dU , por partes y fracciones parciales. R: y+1- ini Y |, s 
(y *1) 2(y+1) y +1 
-16cot x| cor x+1)+0 
A 2 2X : , r 
6. | | sec 5 TOSE J dx, identidades y potencias 2 


2 Xx x 
R: “tan? at 2tan € - 8cot x == ne DOO E. 
tr Stri 3 2 2 3 2 
ingonometricas. 


x 
2 tan? X | 6tan e tan $ -6cot E c 
3 2 2 


- xin x x 
Éi | 2_4 dx , por partes y sust. Trigonométrica. R: yx? - 4 In x - Nx? - 4 - 2arc Sen TC. 
X -— 
e*ye* -1 
o. A Mie: dx , cambio de variable. 
* e -3 


R: 2ye* -1- 4arctan ————— E +C. 


l 2 
9. | Te ( Ko T dx , cambio de variable y fracciones parciales. R: 2 T (Vx A 1) 


————— Hc. 
Vx Ix 











1-J1-e* 
In |[— — ——.| + c 
e 
10. | Td , cambio de variable y sust. Trigonométrica. R: F 
l In +c 
l- y1- e?* 








| 1 
| ye "^ sen y “dy , cambio de variable y por partes. R: q (sen y? =008 y”) te. 


12 | arc tan Jx dx , cambio de variable y por partes. R: x arc tan 4x -Jx + arc tan Nx +C. 


/arctanvxx 'ariables, por partes arctanyx 1 Fe 
| dx , cambio de variables, por p y R: -——= - — — arctan 4x +c. 
X | X VX 
S parc iales. 
pes | o 1 
arc sen — dx , por partes y sust. Trigonométrica. R: x arc sen — « In x -tNX- 1 +C. 
- i 5 ` ) = X | 
X 1 2 — 
| x Ln (1s Jx) - Z(Vx -1) =arctanyx «c 
z |dx , cambio de variable y fracciones 2 


R: 


Le - 
xLn (1 + Vx) ——X-t-NX-arctan VX +C 


, dx cumbio de variable y fracciones parciales. R: 








S a e HERR ad 
Ibili IOA 2041 
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PROBLEMAS DE APLICACIÓN 


CONTEXTO GEOMETRICO. 


Determina cl area de la región del plano limitada por: 


l.] 


) 


X^ y , 
La curva con ccuación — 4 pi l con a>b> O. R: abru?. 
(4 ) 
1 ` 2 2 N j 5 2 
Las curvas con ecuaciones x^ + y^ =16 y Oya 16y’ = 144. R: 4zu*. 
IOLOGIA - MEDICINA. 
cn aoctor al revisar una placa de una resonancia magnética observa una mancha de forma elíptica que 


"emente puede ser un tumor, al medirla se obtienen los datos como se muestra en la figura. Calcula cl 


| : ^ 15 
en cel posible tumor. C 2 | 3cm R: y rem”. 


5cm 


n cultivo de levadura, la rapidez de cambio de la cantidad de esta es proporcional a la cantidad existente, 
cualquier instante t. Si la cantidad de cultivo se duplica en 4 horas, ¿Qué aumento puede esperarse al 
de 12 horas, con la misma rapidez de crecimiento? R: 8 veces más. 


ctermina la constante de proporcionalidad (tasa de crecimiento promedio). Una población está creciendo a 


$9 , 4 . 1 
‘asa proporcional a su tamaño donde la población se duplica cada 40 días. R: a0 e 


tasa de crecimiento de cierto cultivo de bacterias es proporcional a su tamaño. Si el cultivo de bacterias se 
a. cada 20 minutos. ¿Cuánto tiempo tardará el cultivo en multiplicarse por12 veces el tamano inicial? 


. 20in12 
^. In2 


R min . 


1 

T . . jl 00: mg 
velocidad de absorción de la ampicilina en el organismo, está dada según la función e 50 "7 
min 


cna: a) La función que describe la absorción (cantidad absorbida) de la ampicilina en el organismo a los t 


La cantidad de ampicilina en mg absorbida y presente en el organismo a las 8hrs . Si la dosis es de 


b 2 
R: a) P (t) = 500 - 500e 5*' ; b) 500 - 500e I5 mg . 


cinco miligramos de cierta droga a un paciente y la cantidad de de droga presente, t horas 


100 
lidad de droga presente 20 horas después de haberse aplicado la inyección. 


" eo. . . (f 9 m 
“se inyectado satisface la ecuación diferencial: P (t) = Ar . a) Determina la función 


9 Q 


-——1 
R: a) P = 5e '% mg. 5jse "mg. 


de t anos, P(t) de cierta sustancia radiactiva k , satisface la ecuación 

j^ (1) $ P(t); P(O) 30. a) Determina la función P(t). b) ¿Cuánto pesará la sustancia al 
A.) 

ji» primeros 10 1411007 R: a) P(t) - 30e> ; b)30e "g. 
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ado. Musa E GE n A CT S a " 
> S - XX TA . NC ` ROON a hs E ` k h 
N ` Sa gE Merta comunidad aumenta con una rapide f propormional al numero d PINO Is 
-— SS ANON A+ AEN ` . ts ^ v» sua P >> E ~A A sn $ ^ 
` MALLEM! stant« En uc ntm RI peblacun Pe) INU c eualquiet walan e ‘Ni lu pobla Nl 0 Ha 
e OT o atos EY cuanto nempe se inplicam IN NET 
4 ' ' 
(^l 


Soo USO UWDUstDl fue encontrado asesinado en su casa. La policía llegó a las L1. O0 pm. la temperatura del 


UMS S5 cse Momento era de 31" C v una hora después era de 30%. La temperatura de la habitacion en que 

NCC CLNOVONMitrú a} NETT N m um h 1 i A yn i : ' R » ua ` , : 
o SE SUA era de 220. Calcula la hora en que ocurrió el crimen (considera 1770. come la 
R: apro X0pm 


ERLER Nna Midas lalo 
SUPERU promedio del cuerpo humano). 


La 


"^ 


Y U Dra» y da RWLA} a ` . | . " 
:: RUD OK BOLOS estudiaron los efectos alimenticios en ratas, las que alimentaron con una dicta i 

Na Q e E re ^» ayy T ) 3 s» Y Li ~ A i * ) 
representaba el Vdoreentaje de proteína en una mezcla de levadura y maiz. Si el aumento promi dio d 


J' 

DC SO y en ramas y k , . , o ` ' no 
: Y IEA STamos) de una rata respecto al porcentaje de contenido proteico está dado por: (G(p) TA 
y D ¡Na T A B v3 : J TPT 
DO SAY y Ademas, para P =10 se observo un aumento en el peso promedio de 389, expresa G en tuncion 
" p? 
3€; porcentaje de contenido proteinico. R: G( p) zn t 2P + 20 

oC 


SOCIAL, ECONÓMICA-ADMINISTRATIVA 


13. La fábrica de pantalones “YATAUSAO” tiene una producción semanal de X pantalones con un costo 
marginal por pantalón de $50.00 . Determinar: a) La función que describe el costo de produccion semanal (en 
:erminos del número de pantalones producidos en una semana). si el costo fijo semanal de la fábrica es de 


$1000.00 . b) El costo de producir 40 pantalones a la semana. R: a) C(x) = 50x +1000;b)0 (40) 3000. 
E da ar A a uu | 30! hab. 

+. La poblacion de cierta ciudad crece a un ritmo de 35000e"? p . donde t està dado en anos, Determina 
qno 


La función que describe el número de habitantes P(t). si la población inicial es de 1000000 habitantes. b) 


f 
ARA s 


cuantos habitantes habrá al transcurrir los primeros 6 anos? R: a) P(t) 109 e2 . p) P(6) 1O*e'" 
“SIC A 

Se necesita una fuerza de 200dinas para mantener un resorte comprimido a Sem siendo su longitud 
de 10cm : Encuentra el trabajo realizado al comprimir el resorte 6em a partir de su longitud normal 

le Hooke se aplica tanto a compresión como al estiramiento). Ki W ISNOQOQergs 
esorte de longitud normal de cm, se comprime hasta que tiene una longitud de Semi; Si en este 

se hie un trabalo de 000/. a) ¿Cuanto trabajo se requiere para estirarlo de una longitud de Oem a 

lL2em. b) ¿Que trabajo se requiere para comprinurlo de una longitud de Oem auna de dem? 
Nu 2400.7; b)1200.7 
| de un resorte es de 20cm Para. mantenerlo estirado hasta una longitud de J0cm se 
[ | ) y y y l 
mo rralbuge se ha de realizar para estirar el resorte desde 0cm hasta oem. M uw. 
eu 
o 
pue piti ata) fae rne a loma de bem v diametro de cm, esta Hena CO. un 
M 
iN 
à! hule ade Ll) tt | Este Mundo s aplicar. ab musculo cottespondiente eon una papal 
tH 
— e e sia SAA ————P———— — — — i! 
ga m ca m o mE 4 f 


TOC. RENS —t——————»————— zz 


1, ADLMÍIA DE MATEMATICAS 
calizado para vaciar por completo la jeringa? b) Si solo se aplican 


] 323 27783 
6? R: a) ————— r J ; b) ————— m 
181250 31250000 


y r „à > pe r e rege rte La 


na 
S 


rr o 
~” n e 


aO» 


R: a 13990, -2/1495 7* 
29 s 


^ ma 





3 


cia arriba con una velocidad de 10— desde un risco a 300m de 


naxim2 alcanzada por la piedra. b) La velocidad con la que llega al suelo, 


22 d£ cono circular recto, con su vértice hacia abajo, está lleno de agua a un nivel de la 


*u altura es de 7m y su diámetro en la parte superior es de 2m, calcula el trabajo 
Pr ao: Aara dió i 300125 
7a: para sacar toda el agua por la parte superior del depósito. R: Mad 


uerza de SON para mantener un resorte estirado 8cm más allá de su longitud natural. 
9 


222 y teaz el estirario desde su longitud natural hasta 12cm más allá de esta? R: =J. 


2 


rre - ana longitud de 20cm . Sí se requiere una fuerza de 25N para mantenerlo estirado hasta 
- ct jcm al ¿cuánto trabajo se necesita para mantenerlo estirado hasta una — de pact b) 


zajo se necesita para es'irario desde 20cm hasta 25cm ? R: az ys. 
1 

Gj de 4jo para estirar un resorte desde 10cm hasta 12cm y se requieren otros 10 j para 

.2cm. Hasta 14cm ¿cuál es la longitud del resorte? R: 8em . 


1 l 
-ża de 20r de largo pese 2H cuelga en su totalidad desde la azotea de un edificio de 60m de 


- fene) ve realiza para subir la cuerda hasta la azotea? b) ¿Cuánto trabajo se realiza para subir 
oz R: a)980 j ; b) 735 j. 


> para elevar 400kg de una profundidad de 150m. Encuentra cl trabajo 


un i» 


Mts - lA P: $ f $ ^ ( 4 [Y Í £T) — fY de alto la | rof r 
PIDE SAY OL , 34M j ) ss "(f tad J75 y d L y 2 u ididad 


del agua 


mediante bombeo, por un costado (la densidad del 


agua 
71 rj. J’ z ( 
T R: a) 2408007 j ; bj] 8816007 y 
He UII : : . i 
ic M) Oufios 4 hay lOgr al prin: DIO eante uec 
Marto en cualquier instanter ( Prom»! Mia) 
r (1 (€ Y1 å (^t í Vir 4.1 
F-101)53 l| V: , LO 4 pul Af) iT 
1 
| (ir 


ma n a 
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ACADEMIA DE MATEMATICAS 
28. En una reacción quimica de orden cero, 1 





a velocidad de reacción permanece constante. Tal es el caso del 

proceso catalitico de Haber para producir amoníaco (NH,), en la que la velocidad de reacción es de 

m 4 molNH, E ] | [l| —-— 

2.0x10 A (expresada en términos del amoníaco formado). Determina: a) La función que describe la 
S 


cantidad de amoniaco presente en términos del tiempo de reacción. Considere que al inicio de la reacción no hay 
amoniaco presente. b) La cantidad de amoníaco al cabo de 1 hora de iniciada la reacción. 


t 18 
R: a) A(t) = 3557: b) A(3600) = =z 


JQ 


— 


La vida media de una sustancia radiactiva es el tiempo que transcurre para que se desintegre la mitad de los 
atomos contenidos en una cantidad inicial. Si había inicialmente 100mg de una sustancia radiactiva, al cabo de 


6 horas la masa disminuyó en 3%. La rapidez de decrecimiento radiactivo en cualquier instante es proporcional 
a la cantidad de sustancia presente. a) ¿Qué cantidad queda al cabo de 24 horas? b) Determina la vida media de 


4 6 (Inl - [n2) 
esta sustancia. | In97 -In100 


R: E Aen |: b 
do PA 197 - In100 


PRECALCULO 


EXPRESION ALGEBRAICA 
3 
da 


COEFICIENTES 
a+a=a 


3b? = b? e p? + p? 


a esla base. 
3 es un exponente. 


9 es coeficiente de a”; y también a? es coeficiente de 5. 








EXPONENTES 
X" = XXxXxxx-- X (X se multiplica n veces por si misma). 
x" x" = wt m 

-n n 
x s - 1 1 X 

-= X" > x =1; x" = -, xX" = —y|-— _|Y 
x" x x U x 
x" ) - x! n 





í um eit, ,1.. m] = mfa m 
(xy) x y ) NVXU = NX U . 


: X np 
y VY Yy 


UCTOS NOTABLES. 


(tll FC 


^ 


d) ab«ac-ad ley distributiva de la multiplicación con respecto de la suma. 
PJ (L a) a‘ b . 


2) (a *b)(bta) - (a sb) = a? +2ab+b?. 


Hlu -b+cla+hbic lu+rbrey a Vb 
| ) ) 


rb ) ata ty 


-c* + 2ab 4 2ac 4 2bc . 
hyla” alb 


en): c«m) x" 3bx«c;donde: b min y coman. 
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ACADEMIA DE MATEMATICAS 
7) (ax+m)(x+n)=ax? +bx+c; donde: m+an =b; mn =c. 
8) (ax + m (ax + n) -a^x^ +bx+c ; donde: a(m + n) =b'mn=0. 


Desarrollo de un binomio a la n. 
Las potencias de a descienden, 


(a+ by =1 1 
mientras las de b ascienden. 
/N 
(a+b) =atb | 1 Los coeficientes se pueden construir 
UNUN con el triángulo de pascal. 
(a tb) -a' £2ab«p' 1 2 1 Si es diferencia los signos se van 
EAS alternando empezando con positivo. 
(a tb) =a? +3a?b + 3ab? + p? 1 3 8 1 
L NENINZN 
|a t b)' 2 a? +4a*b+6a*b? + 4ap? 4. p? 1 4 6 4 1 


BINOMIO DE NEWTON 
(a+b) 2a" «na""b! + na iaa nt ap +... 


(a+b - a? « 5a*p! + are? +5 a +5 











o-1 9-2 5-3 saya 52-1 5-2 5-3 974 5-5p5 


2 3 4 2 3 4. 5 








(ab) =a -5a*b410a?b? +10a?b* +5ab* + p? 


FACTORIZACIONES 

a) ab - ac - ad  a(b*c- d). 

b) abx ac - db- dc =a(b+c)-d(b+c)=(a-d)(b+c). 

c) a? £2ab « b? - (a£b) . 

d) x^ - bx «c 2 (x m)(x 4n); donde: m+n=b y mnc. 

e) a =b* = (a - b)(a +b). 

y a? £ b? - (a £b)(a? xab « b’). 

DIVISIÓN EE , T "T 

El procedimiento para realizar una división, es el mismo que para una división numérica: 
784 numerador dividendo 


bes J denominador divisor 





31 . 784 9 
| El resultado se escribe 3 dc 
25) 784 do 29 


/ 


-79 





s se procede exactamente igual, por ejemplo: 


es aJpcpralcas 


és - ames de iniciar, verificar que las potencias estén ordenadas en orden descendente. 


m NM ; baixo 000000000 IEEE --áA qdLL- Ge KK g a 


112 


LiliddddddJJJJAAV Vll d 


A 
b 


ag 


| 


—À—. 
-i 
= 


A 


^ me 


GEL 





ACADEMIA DE MATEMATICAS 


A _ Q__ MR ÁÉÁÉÁÉÉÓÉÁÉÁÓÉÓÁ——————————Á— 





A 2 
: s5) : +8x-2 Primer paso p =X, ahora se multiplica Xx por el 
a TOR divisor X — 5, y se resta. 
13x 
Fri C. Segundo paso 19x - 13, ahora se multiplica x por cl 
x= 5) x"+8x-3 i á X 
| -X' +5x divisor X — 5, y se resta. 
13x- 3 
-13x «65 
62 
Resultado: A =x+13+ Be 
x-9 x-5 


ECUACIONES 


Ejemplo 2: Ecuación de primer grado con 


Ejemplo 1: Ecuación de primer grado. denominadores constantes: 





3x-7x+4=-(x-8) 315 1 4 
4x+4=8-x 
-Ax +x+4-4=8-x+x-4 3x 4-x 
2(3)| — +5 |=| 1- —— |2(3 
3x_4 9x+30=6-8+2x 
a RN". 7x+30=-2 
4 7x --32 
^8 -_32 
7 
Ejemplo 3: Ecuaciones de primer grado con denominadores variables. 
3 2 8 
— t- 
x-4 x-3 x*“-7x+12 
3 P 8 








x-4 x-8 (x-4)(x-3) 


2 8 
LÉ|———4———————— -4 — 
E -3 + (x aa e )(x 3) 
3(x-3)=2(x-4)+8 
3x-9=2x-8+8 
x-9=0 
x=9 
er notar que la técnica de multiplicar toda la ecuación por el m.cm de los denomin 


Jh B adores, para hacer la 
entera, se puede utilizar para cualquier tipo de ecuación que contenga denom 


inadores. 


| - Esta ecuación tiene coeficiente de x^ igual a 1, y se va a resolver 
NUR i por factorización, utilizando el caso d) de factorización. 
moin bh mn —c 
4 5 EDEN 
( ) ( » | ) () 


——————— ÓÓÁ 
dE FON 20141 


p^" o.» — m m MB 
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Ejemplo 4: 
Sc va resolver por el método de completar trinomio cuadrado 
perfecto, iniciando por dividir toda la ecuación por el coeficiente 


de x^ , es decir, el 2. 
Ahora se completa el trinomio cuadrado perfecto, añadiendo la 











Xx. i5 15 
a E mitad del coeficiente del termino de primer grado al cuadrado, en 
p 2 2 ambos miembros 
LEN | 3 a 15 + E El primer termino se factoriza y en el segundo se realizan las 
2 14 O 4) Operaciones. 
" ib y 121 Ahora para poder despejar a x , obtenemos raiz cuadrada, 
o 16 aplicándola a ambos miembros de la igualdad. 
|. 1| 11 1 11 
X —— = — D X===x*+_ 
po 
1 11 10 D t 11 L4 
X|—————— x =- == =— == = — = 
4 4 ! "e > A demde, 2 3 


-jemplo 5: Se resolverá la misma ecuación, pero por factorización, empleando de forma similar el caso b) y d) 


de factorización: 
2x^-x-1520 

Encontramos dos nümeros multiplicados que ahora no den c, 
ac = 2(-15) = -30 s 

sino AC. Y que sumados resulten b=-1. 
-30 = -6(5) Con estos números, se descompone el termino de primer grado | 
less en dos: d 
2x7 -6x+5x-15=0 Ahora se obtiene factor común a cada par de términos. 
2x(x-3)+5(x-3)=0 Y nuevamente se obtiene factor común (el paréntesis) 


(2x+5)(x-3)=0 


2X, +5=0 > 2x% +5=0 > x% =- 23=0>x-3=0>x =3 


gundo procedimiento: 


2x*-x-15=0 
Multiplicamos y dividimos a la ecuación por el valor de a + ÉS 





2 (2x? -x-15- 0) decir, 2, dejando indicada la multiplicación del termino de 
2 primer prado, 
| w- Esta ecuación uy transformado a una equivalente a la de 
4x^ —x(zZ2)-— 
TX - (2) sO coeficiente de x° iguala 1 Y SE va a resolver por factorización. 
2 utilizando el caso d) de factorización. 
77 n - -] 2 —64 D c = mn > -30 = -6 (5) 
6) (2x + 5) E Factorizamos el dos que multiplicamos inicialmente, del 
parentesis que nos de una factorización exacta. 


|J 
0 >x X,—-3-202x,-3-0 e MEG 
les coinciden con los obtenidos con el método del ejemplo 4 


j| )« CH Cpucdo prado, sienpre se pueden resolver utilizando la formula 


mu " — i ÀHÁ— Po À  — HO RR 
ym nre EM ——————— » 


a — 
—— 
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-b + Jb? - 4ac 
2a 


Donde a, b y e son los coeficientes de la ecuación tomando en cuenta el signo que contengan en ese momento. 
El doble signo de la raiz nos proporciona las dos soluciones posibles del ejercicio. 





ax^ +bx+c=0 x- 


A 


Ejemplo 6: 
Esta ecuación es cubica, pero observamos que todos 


x" 4 4x? -12x 20 los términos tienen el factor común x , entonces, 
factorizando: " m 
ati Ita dentro del paréntesis, es 
X (x +4x-=1] 2) -0 Y la cuadrática que resu p 


factorizable por algunos de los métodos ensayados. 
x(x+6)(x-2)=0 


x,-0 X, *t 620 


DESIGUALDADES 
Dados dos números reales a y b, se dice que a » b,sien la recta real, a está situado a la derecha de b. 


PROPIEDADES DE UNA DESIGUALDAD 
1) Si se suman (o restan) cantidades iguales en ambos miembros de una desigualdad, la desigualdad se conserva. 
Ejemplo: 

1937 3i se suma 2 a cada lado , en el resultado, el lado izquierdo sigue siendo mayor que el lado 


í 
derecho por lo que la desigualdad se conserva: 
12+2>7+2 


14>9 


11) 31 se multiplica (o dividen) ambos miembros de la desigualdad por la misma cantidad, si esta es positiva la 
desigualdad se conserva, si es negativa, la desigualdad se invierte. Ejemplos: 


1937 Si se multiplica por un 3 la desigualdad se conserva, porque el lado izquierdo sigue siendo 


mayor al lado derecho. 
12(3) > 7(3) 
36 > 21 


19>7 Si se multiplica por un —3 la desigualdad se invierte, porque el lado derecho ahor 


a es mayor 
al lado izquierdo. R 


a, b y Cson números reales: 
ente uno de los sigui enunciados es 
"Propiedad de tricotomía del orden. QS pde bb 
S a«byb«coac«c 
Ssia>byb>c>a>c 
Sia<b=>a+c<b+ce 
Ssia>b>a+c>b+ce 
Sg a«b-a-o«b-c 
Sia»ba-c»b-c 
Ssia<byc>0> ac< be 
sia>byc>0= ac” be 
Sia<bye<0-> ac > be 
S a9byoc-cO0-sac«bc 


! trarisitiva del orden 


— — —— P Aui HU NA n S P 
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| a b 
Sa»byc»025—»5— 
C C 
| a b 
Sa«byc»025—«— 
Propiedad de la división. C E | 
| a b 
Sa«byc«025—»— 
C C 
a b 
Sa»byc«025—«— 
C e 
Notación de Intervalos. 
Notación de Notación de 
intervalo desigualdad Gráfica de línea Tipo 
(a, b] asisb E Cd Cerrado ) 
[a, b) a€x«b dne AE Semiabierto | 
(a, b] ac€xs&b peccunie ecce qi x Semiabierto , 
(a, b) a<x<b y AS x Abierto | 
[b. >) xEb SEM ICE Cerrado | 
(b, ©) xh DE — S Abierto A 
(77, a] vsa AAA Cerrado 
(—7, a) x<a AAA Abierto ` 
VALOR ABSOLUTO. - 
[x-k six20 
xe: I«2k-xs-kóxzk IX ko -kzxzk RI 
|x =-k six<0 
yx" =|x] ` 
a 
LOGARITMOS 
DEFINICIÓN 
log, N- Le b*-N con N»0,b»50ybzl1. T 
Que se lee: el logaritmo de base b del número N es L, si y solo si, b elevado ala L es iguala N 
. We 
Nótese que el número N del cual se va calcular el logaritmo, debe ser positivo. Además la ba lé 
, se — 
positiva y mayor que uno. Ejemplo: también debe ser 
logio 100 = 2 & 10? =100 ge 
log,8=3 © 2*=8 mad 
Los sistemas de los logaritmos más utilizados, son los de base 10 o decimales y -æ 
naturales. Es conveniente aclarar que como nomenclatura, las expresiones si des de base e o logaritmos 
base, deben entenderse con las bases que se indican: “Suientes donde nose escribe la co 
log A = log, A 
In A = log, A e 
LEYES DE LOS LOGARITMOS = 
i Lhls0 1. log, L=0 i 
2. Lne-il 2. log, b x1 ^ 
3. Ine =X 3. log, b =x ml 
x p eeXx 4. b^9* = x PN 
— | © UEDICIÓN201] A 
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ACADEMIA DE MATEMATICAS 
In(PQ) =InP+InQ 5. log, (PQ) = log, P + log, Q 
P 
o? Jn in P -inQ s oa [7 |- log, P - log, Q 
CO / 
Y. ANP" =min.P 7. log, P" =nlog, P 


Ejemplo 1: Si log, 81- x ¿Cuánto vale el logaritmo x? 
Basta llevar la expresión logarítmica dada a su forma exponencial: 


di 


— 4 


Y expresar ambos miembros de la igualdad en forma exponencial tomando en 
cuenta como referencia la base 3, es decir, 81 se debe poder escribir como 
a 

3*-81—3"'-3 > 3* =3f Y silas bases son iguales, entonces comparando los exponentes X 4 


log, 812 x —^ 3* «81 


Ejemplo 2: Si log, 32 - 5 ¿Cuánto vale la base b? 
De nuevo la expresión logarítmica dada se escribe en forma exponencial, 


lo 32-5 3p =30 . 
2 como se obtiene b? y la pregunta es b, se puede obtener una raiz quinta. 


5/b5 = 3/32 => b 22 


1 
Ejemplo 3: Dado log, x = 3" encontrar el valor de x. 


log, x= — Si -y De nuevo la expresión logarítmica dada se escribe en forma exponencial. Y al 
8 3 B interpretar el exponente tenemos el valor de x 


1 
8? =x>8=x>x=2 


: (+3) Jx-2 
x5 4 
hasta que cada logaritmo esté aplicado a la expresión más simple posible: 


A ln 2———————— - 
Xx. +4 


5 x? 44 


Ejemplo 4: Desarrollar la expresión ln . Desarrollar significa aplicar las leyes de los logaritmos 


Ing 2 
x +4 
1 0*3) Xx-2 ix -2 E <[tn[ (+3) Vx-2 |-in(x* + 4) = ¿[tr (x +3) +Inyx-2 -In(x? + 4)| c 


5 x! +4 
l 
H7in(x+3)+in(x-2} -In (x° +4) - e| Ttn(3) Tn (e-2) Inf +4) 


Ejemplo 6: Resolver la ecuación: 
Se van a combinar estos dos logaritmos en uno solo, para tener el logaritmo de 


log; (x +5) + log, (x-1)=1 un solo número o expresión. 
El objeto es aplicar la definición para pasar la expresión o ecuación logarítmica a 


log, x * S)lx-1) 71 exponencial usando la definición. log, N = L «> b^ = N 
7' =(x+5)(x-1 
i l . log, (2 5) - log, (2-1) «1 log; (-6 +5) + log, (-6-1) =1 

x” +4x-5= 

x day -19 0 log; (7) * log; (1) =1 log; (-1) + log, (- -7)=1 
(x+6)(x-2)=0 log, (7) + log, (1) =1 log, | (-1)(-7)] -1 

x +6=0 x, -2=0 Le log, [7] = 
x, =-=6 Xa = 2 E E 
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Ejemplo 7: Encontrar el valor de x. 





g2x -4 - 64* 
g2% -4 - (8) 
224 - ga 


2x' -4 2 2x > 2x* -2x-4=0>x-x-2=0>(x-2)(x+1)=0> x, -2,x,--1 


FORMULARIO DE GEOMETRÍA 

















FIGURA GEOMETRICA VOLUMEN AREA 
4 2 
Esfera V = z7r A =4Arr 
2 
Cilindro V = rr?h A =21r* + 2zrh 
Cono pt zar A 2 zr? +2arWr?+h* | 
Cubo V = a? A = 6a" | 
PERIMETRO ius i 
2 5 
Sector Circular, O en rad. sr A= Pu O | 
Rectángulo. P = 2b + 2a A Pu 
Triangulo. P=a+b+c As 59h. 
¡ONOMETRÍA | | 
a de Pitágoras: La suma de los cuadrados de los catetos es igual al cuadrado de la hipotenusa. 
(HIPY -(COY «(CAY | 
7 2 2 2 2 
HIP = J(COYy «(CA CO = (HIP) - (CA) CA - (HIP) -(CO) | 
poc | csco - HIE | 
sen = — = — d 
HIP CO 2 
CA P 
cos = —— sec 0 = HIP 
HIP - 
CO 
tan O = — coto-LA s 
CO 
A | Ley de senos: 
p A j a i b E C 
b ES senA senB senC á 
e C z 
C^ : B 
A Ley de cosenos: Ej 
A a° = b! « c? -2bccos A F. 
b/ le b* - a? «c? -2accos B 
/ | c^ = b? +a? -2abcosC J- 
ut a] . 
~ a B ar 
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CADE DE MATEMATICAS 


H 
"ow Y os nun 
"NR NA M ALLIES 


IDENTIDADES TRIGONOMETRICAS 
LS.» 3, 


^ 
s xa ^ ` ` 
Ri V OTOU as, 


l 
sent = =—— 
csch 
Sé csc l 
Cociente 
sen Y 
tane = 
COS BO 


n. . 
S X Las RSS NS 
f LtaQOI ICa. 


cos à = 


cos secó - 1 


tan^0 +1=sec?* 8 


tan = 








sec cot 0 


tan cot0 = 1 


cos 0 
sen O0 


oro s 





cot? 0 +1 = csc?^ 0 


cos 28 = cos? 0 —sen?9 


sen 20 = 2 sen 0 cos 


cos28 = 2cos? 0 -1 


2tan 0 


tan 20 2 ——— 
1- tan* 0 


cos20 =1-2sen? 0 


Ángulo mitad. 


sen? 60 = za - cos 20) 


tA) 


uma y resta de ángulos. 
sen (A + B) = sen Acos B + cos A sen B 
cos(A + B) = cos Acos B B - sen A sen B 
tan A+ tan B 


inde E. la l - tan A tan B 


cos” 0 = 50 * cos 26) 


sen (A - B) = sen Acos B -cos A sen B 
cos(A + B) = cos Acos B + sen A sen B 


tan(A — B) . tanA-tanB. 








l+ tan Atan B 
ir:àngu:os para calcular los valores exactos de las funciones trigonométricas de los angulos de 30% 450 y 60? 
? . 
30*/^ 30° TP 
X]as: 
2 | 2 
Lf3 1 
60 ; 60 DA 
45% | 
) ANALITICA 
5 puntos dados, P (x;,y,) y P(x B - V: 2 
iiid j : 2Y) Dpp i (x, -Xx) E (y, =y) 

r= X= X - U-U, 

AX, Y-Y 
| p[X*X Wty) 
m P ) 2 | 

P ) yA E 
ce | CS purt Hyd X: Tu uu m - 27 
C) e dos rectas on pendient 5 Conocidlas, m, v nt: m,- 
! ! e £ tana = 22M 
- mole recta l+ mr, 
————————————————————M—— — Hà 
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ACADEMIA DE MATEMATICAS 


m,- Pendiente de la recta inicial, considerando el giro contrario 


dc las manecillas del reloj. 
m, - pendiente de la recta final. 


RECTA 
Que pasa por dos puntos F (Xoi) Y ETA a -> " - 
o Mlle Maiioc 

Forma simétrica con A abscisa y b ordenada ambas al origen, XU 
I, (a,0) y I, (0, b) a b. 
Que tiene punto P (x,,Y,) y pendiente m: y-y, -m(x-x) 
Forma pendiente m y b ordenada al origen, 7, (0,b) y-mx-«b 

Ax+By+C=0 


Forma general. 


Ax+By+C_y 


Forma normal. 
JA” FB” 


E |Ax, + By, + e 


Distancia de un punto P(x,1) a la recta é: Ax + Bu -C 2-0 d ropas] 
Condición de paralelismo y perpendicularidad. 
m,-m, mm, =-1 | 
| 
Área. 
bh | 
A = — 
Xx Y, 2 | 
X5 ; | 
a=} ] i b- (xx) * (ya 71) | 
x, Y, n = 14a + Bia + C] | 
VA? + B? 
CIRCUNFERENCIA. | 
| 
C(h,k) 
r = radio - 
o Ecuación forma ordinaria: (x - h}? + (y - ky — 

Ecuación forma general: Ax” + Cy? + Dx+ Ey « F - 0, 1 
| Donde A-C; A»0 y C>0. . 

S 
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ACADEMIA DE MATEMATICAS 
PARABOLA. 
HORIZONTAL VERTICAL 
Directriz P V Eje de Simetna 
" 
" 
WS 
/ A 
t7 / EY 
V F \ 
ee P l PIESE E E TR TEE ts E : / 
f 1 Eje de Simetria ¡E / 
1 | i R 
N | | p f 
" " : P 
EN ad , 
R o V 
p: 
am u Directiz 


V — vértice. 
F — Foco. 
L, R - Extremos del lado recto 


LR - Lado recto (LR - |4p]). 


p - Distancia de vértice a foco (D, ) ó distancia de vértice a recta Directriz (d,,,) 





VU LTLLlilililudddddd444ud774** 7" 


b 


/ 


y 


J 


f 


» 


Ecuación forma ordinaria: (y — k) - t4p(y - k) 


Ecuación forma general: 
Ax" +Dx+Ey+F=0 
Donde A>0 


D:x=h-p 


a 
- 
> 


2^ dd 
P d 
"s 


"d 
P ii L(h + p,k * 2pl) 


A 


vin F(h+ p,k) 
o o docce cocco diieecceccc- e ecco 9004099900079 9*97* 


1 ES: y =k 





N | 
N. | 
ow Rh + p,k - |2p]) 


ES 
- 


ELIPSE. 
HORIZONTAL 
| L 
—+- E O E S 
F | 
| | | 
* | “2 
 —M———— 





Ecuación forma ordinaria: (x - hy = +4 p(y ES k) 


Ecuación forma general: 


Cy - Dx - Ey - F «0 

















Donde C»0 
ES: x=h J 
\ E / 
A / 
/ 
\ / 
N / 
N j 
\ 
X à j 
\ , / 
X ¿F(h,k= p) / 
FUORUM) N / R(h>(2p|,k + p) 
boos dl 
:V(h,k) 
D y =k- p o 
VERTICAL 
T 
Ls E o N R 
/ F 
a 
la 
b D 
T AT poa B 
l 
| ; 
| È - 
| L ARA 
A e K 


ACADEMIA DE MATEMATICAS 
C - Centro, > 
V, V’ - Vértices. 
F, F - Focos. 
L, R, L’, R’ - Extremos del lado recto. 


a - Semieje mayor (Vc O cv”) i 
b - Semieje menor(BC O CB i 
c - Semieje focal (FC O CF) , 
VV' - Eje mayor (EM = 2a). 
BB' - Eje menor (Em - 2b) 
FF' - Eje focal (EF - 2c). 


2] 
— |. 





LR, L'R' - Lado recto | LR = 


e — excentricidad [e - 


alo 


A 
|, donde O<e<l 


Teorema de Pitágoras: a? =b?+c?. 
Ecuación general: Ax? +Cy*+Dx+Ey+F=0, donde Az CiA>0yC>0 
Ecuación forma ordinaria: 


(x-h) (y-k) _ 


2 2 
- -k 
Ecuación forma ordinaria: EAT T (y -ky F 





a b 2 2 1 
b a 
B{h,k +b) 
e ^ p V'(h,k-a) 
1.2 ~‘ v D " 
Lih-c.k E L'h-«c,k4— L'h-—,k-«c dene gia. ** krc] 
. , a | t | a a P . a” 
E a F(h,k+<c) N 
/ F (A —-c,k) C(h,k) | C(h,k) 
VIR- ak)? o i F(h sek) | V OTON) Din-b, . ? B'ih s bk) 
| | / 
/ | 
f / 
1,2 a > b X FULk -c) 1 
R h € / = "" R' h : C, k A I |l b! x ` ° 4 f b’ " 
| a c PM TR i B Live -e | B E Ri e—k-e 
B'(h,k - b) "yg 
HIPERBOLA. 
HORIZONTAL VERTICAL 
x x / 
` d di "d 
S 1ISINTOTA asintota  . F a "4 
MC . r * 
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ACADEMIA DE MATEMATICAS 





C - Centro. 


Y , v E Vértices. 
F,F' - Focos. 

,B' - Extremos del eje conjugado. 
L,R,L,R' - Extremos del lado recto. 
a - Semieje transverso (VC o CV”). 
b - Semieje conjugado (BC o CB”). 

c - Semieje focal (FC o CF). 
VV' - Eje transverso (ET - 2a). 
BB' - Eje conjugado (EC - 2b). 

FF" - Eje focal (EF = 2c). 
— —— 2b* 


LRoL'R' - Ladorecto | LR- I 
a 





- f c 
e — Excentricidad | e == |, donde e>1. 
a 


Teorema de Pitágoras: c - a^ « b. 
Ecuación general: Ax? + Cy! + Dx + Ey +F - 0: donde A»0 y C«O. 








Ecuación forma ordinaria: Ecuación forma ordinaria: 
; 2 Y. 2 2 
a? b^ a b^ 
Asintotas: 


Asintotas: 


: a 
— —— 7 e — 2k E" 
y dac io h) ù e 


Y f l 
B'(h,k 4 b) Pd S L h - —,k-c| * o Nx R "a "- 
(a = y 
i di d ~e- : a 
Y 9 ! V'(h.k-a) 
° sd Po, p 
| pe ^ L'|h-ek-— 
If) P | 
y Cth, k) 7 a 
S , 1 " 
1 o ^ + c | 
9 x 1/ / a, ZA Y [ Fi - a,k hi F (h C, J B(h b,k)* Cih j) s e B h «bk! 
» 
: P | T 
> d y a . a 
D A Rlh+ck-—| y-k-—-(x- F1 Uude ade hi] 
t | p | : 
Y o 
9 Pa Vk -a) 
f A ©- da 
f : . 2 1 ) | . 
/ Hih,K-0) Lih - —.! pe. : & R h- T, ke | 
f i Fih,k-c / 
Y 
| y=ok==—1xX7*%) 
Ñ a 
a 


ic m incipales: 
ifi IE: arca representada por la ecuación dada, ) encontrar sus elementos princip 
Eiemplo: Identificar 2 grafica rep ) 


y? -6y-4x+9=0. 

51 cuación 
iables al cuadrado y la otra no, estamos posiblemente ante la e 

jin | do a las formas mencionadas 


variable cuadrática es Y» de acuer 
tría horizontal. 


contiene una de las v 
Además como la 


se trataría de una parábo 


Como la ecuación 
de ia parábola. | | 
m la con eje de sime 


2) nteriormente, 
a ordinaria. 


ada a su form 


Se :ransforma la €c 











La ecuación obtenida se compara con la ecuación 
(y-3)' =4(x) ordinaria de la parábola: (y - k)' = 4p(x-h). 
Parábola es horizontal (+) , abre a la derecha, V (0,3), 4p=4> p=] 
, D: X «1-0, Ec. Eje Simetría.: y-3=0, LR = 4 , Extremos del Lado Recto: L (1,5) y R(11). 


F(1,3) 


Notas: 
- Al completar el trinomio cuadrado perfecto, se debe agregar la misma cantidad (9) en ambos miembros 

de la igualdad para cumplir las propiedades de la igualdad. 

Las coordenadas de Vértice V (h,k) 


i fe ida (con signo 
, Son tomadas directamente de la ecuación obten ( en 
contrario). 


Por estar el signo positivo antes de Pp , el foco se ubica a la derecha del vértice. 
La directriz resulta ser una recta vertical a la misma distancia del vértice al foco pero ubicado a la 
izquierda del vértice. 


FORMULARIO DE CALCULO DIFERENCIAL 


TEOREMAS DE LÍMITES. 


Si A y K son números reales, m y n son enteros positivos y el límite de lim f (x) y lim g(x) existen. 
xa xa 

i- himk-k. 

xa 


l2 


limx-a. | 
B. lim | kf (x) | = klim f (x). 
+. lim| f (x) + g(x)] = lim f (x) + lim g(x). 


5. lim| f (x) - g (x) ] = lim f (x) - lim g (x) . 








6. lim| f (x)g(x)]- im f (x) | lim g (x)| 
Peral iumpyix 
7. lim| Fx) = pta siempre y cuando limg(x) +0. 
el gi] lim g (x) xoa 
mox sub Fs n 
3. lim[ f (x)J =| lim f(x). 
9. limul f (x) = ylim f (x) ;si m — par lim f (x) >0. 
Limites laterales. 


10. lim f(x)=L;si lim Fi) =L= lim f(x). 


è . x uil 2 

- : r > 1 nae a inlinito. 
Limites que uende a ! 
lii MIU 


4 
1 


11. iim— =0 
Br 


1 ^ 
12. lim — =0 


COMPORTAMIENTO ASÍNTOTICO. 

Asintota vertical. SP. : 
Asint i ves es dd asintota vertical de la gráfica de 1 
La recta ^7 ! 


a función . o 
c f si al menos uno de los siguientes 
: ag V idero. 
i „dos es verdader 
e n un cl ad NEL ——— Aaa 
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ACADEMIA DE MATEMATICAS 
i) lim fsa: ii) lim f(x)=-0. ii) lim f(x)=00. iv) lim f(x)=-o0. 


Asíntota horizontal. 


La recta y= L es una asintota horizontal de la gráfica de la función f si al menos una de las proposiciones 
siguientes es verdadera. 


i) lim f (x) = L , y para algún número N,si x> N , entonces f (x) +L. 


i) lim f (x)= L, y para algún número N ,si x < N , entonces f (x) £L. 


Xx —=—0 


DEFINICIÓN DE CONTINUIDAD. 
Para funciones de un solo intervalo. 


1. f (a) definido. 
2. lim f (x) =L. 
5. f (a) = tim f (x) 


DERIVADA POR DEFINICIÓN. 


f'(x) E Ax 
f'(a) = im L2 7 f (8) 
xa X-a 


FÓRMULAS DE DERIVADAS. 
DERIVADAS ALGEBRAICAS. 





d[c] 2 
1. Ax = 0; donde c es una función constante. 
x 
a, LA y. ll 1 ao) 
dx dy dt 
 alr+a) eN] aLr G9], [09] 
dx dx | | dx 
A d| cf (x) | o d| f (x)] 
€ C —— : 
dx dx 
u y w son funciones que dependen de x. 
- d[w] _ dle] Alu] 
dx dx d 
d| u" 
6. ILH | -nu" dfu] , 
dx dx 
ae] Alu] , dv] 
y LU] | dx č dx. 
dx y” 


DERIVADAS LOGARITMICAS. 
E d [In u] j d|u| 


dx u dx 
y dlog w] _1 Alu] 
dx ulnb dx 


= TTL 
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DERIVADAS EXPONENCIALES. 


io, Ae] [dd 
dx dx ! 


a dle] na ll | 
) 


DERIVADAS TRIGONOMETRICAS. 





























d 
12. asen] = coss d. 
dx dx 
d|cosu] d|u] 
13. ————— = -sen u— 
dx dx 
14. d|tan u] = sec’ u du] 
dx 
15. afeotu]_ — c, Siu 
dx dx 
d 
16. ases] = secu tan u dd] 
| dx 
LX dieser] = escucotu E 
dx dx 
DERIVADAS TRIGONOMETRICAS INVERSAS. T 
e d|arcsenu] 1  d[u] - 
l dx Au? dx | 
io d|arccosu] | 1 d|u] Fi 
| dx Ji-u? dx | > 
d|arctanu] ^ 1. d[u] 
uM NAMITE - 
d [arc cot u] 1 du] 
aT de C ETT 3 
.. d[aresecu] - 1  d[u] na 
g dx usu ~i dx 
_ d[arecscu]; ^ 1  dlu| ` 
23: — dx uyu?’ -1 dx mo 
DIFERENCIAL DE UNA FUNCIÓN. df (x) = f (x)dx. -~ 
| ACIÓN DE LA DIFERENCIAI df (xy, ^x,) = f '(x,) dx, : x 
EVALUACIÓN DE LA s, Xo AX) = f'(x) dX, ; donde Ax, = dx, . 
— 
APROXIMACIÓN LINEAL. S (Xo * ^x,) = f (xp) + df (Xo, Ax,) $) 
ESTIMACIÓN DIz ERRORES: 
_ A 
elativo: ER df Cx) 
Error relativo: Eh | 00) Error porcentual: %E =100 (ER) ~ 
EM 
IL MMMMMMNMNNNNNNNNNNNN BPICIÓNSAME MM |||, 
P p 
126 
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FORMULARIO CALCULO INTEGRAL 











Nota: Considera a u como una función que depende de la variable x: f(x)-u y g(x)- k y C son 
constantes. 
l| u=u+c 
D. [ki k udu - k[udu. 
3. [Qu tv)dx- M. dd Lond 
4. [u'du =~ | +C, donde ns-l. 
1 
sj [=du Pg 
u 
6. |e" du =e" +c 
u 
[a*du » -—4c 
8. | senudu - -cosu «c / 
9. [cosudu = senu «c. 
10. [tanudu - Inlsecul «c. 
11. |cotudu - Inlsen ul «c. 
12, | secutanudu = secu «c. 
13. [cscucotudu - -cscu c. 
14. | secu du - Inlsecu + tan u| «c . 
15. [cscudu - Inlescu - cotul «c . 
16. [sec^udu =tanu+c. 
17. [cs udu = -cotu «c. 
u 
18. Í qu == arcsen=+C. 
va? - u* a 
1 u 
19. | qu : = — arc tan— +c. 
a +u a a 
du 1 u 
20. | ———— - —arcsec— c. 
“uu =g a a 
INTEGRACIÓN POR PARTES. [udv = uv- [v du 
b 
INTEGRAL DEFINIDA. | f G0 dx - F(b)- F(a). 
| 127 
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FORMULARIO DE SUMATORIAS 


P MEE ADES DE SUMATORIAS 






1. > 2 ca, -C Ya. en donde C es una constante cualquiera. 


? n n 
2, e + b,) = 2,0, +) b, 
| | 


i=] 


Y a, da, Y a, m«n 


i=m+1 
FORMULAS DE SUMA TORIAS. 


l. Ye = 912 


no 1) 
" yo nO | 
1 
. n 
B 1-1] 6 
n (n+1)' 
4. Si -= = . 


4 
1 (n +1)(6n* +9n* +n- 1) 


5 ES 30 





TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CÁLCULO 


PARTE 1. 


Si la función G está definida por: G(x) - I f (t)dt. Para toda x en [a, b], entonces G es una antiderivada de 


" í 


f en la b , 


RA RTE 2 
b 


F es cualquier antiderivada de f en [a,b], entonces: Í f( f(x)dx = F(x o = F(b -F(a a) 


a 


[E al Y € 


4 £ r; 
i gT Ue cm 


o 0 y y y w Y 


" 


d 


& 


Oo 5$ B5 ^ à 


X= Y 








Mf& TECNOLOGICO ; ! | | 
ft ) DE MONTERREY MATEMATICAS H MA1005 Prof. Dr. Óscar Fuentes Mariles 
Tarea No. 2 anticipada [ ] a tiempo [] fuera de tiempo [C] 
Nombre: Nds 
Nombre: Mariela: 
Nombre: [eso 


LL RA 
Número de ejercicios resueltos correctamente/número de ejercicios C= 
Ejercicios que le(s) gustaría que se resolvieran en clase: 


INTE GRAL INDEFINIDA POR PARTES 


| | 
/ 1 d= 2-/x[In(x)-2]+ C 
| 
.| "A MA ' ON 
N | AU - 
po [(n x}? dx = x[(Inx) -2Inx«2]«C 
/ 
/ 4. P lacce7(e2)4c p% s. 
| e È, e 
| N7 38 [e cos x dx = OO 
A l Ž 3 
|^ 6€. |xcosxdx 2 xsenx-* cosx4 C | ME 
/ | Ñ x+c0 d *. 
F^ 0x fe Inxdi=  v'[Ing)- -] «C DN 5 fy 
| vo Qe \ 
fin(4x)ax = qucd el 
0 fx Ing? )dx =% x?" In) +C 
10. ctam gn 
Ug / x x 
x M ouk m2 
O lec a 


EE ? 
( ~ zo-0m-0-7 ec 
b" 
13. [rede =e" (x? -2x+2)+C 


A A ls 1 4 4 | 
H. (e7 x dx 2lx'..e"r.2xe"4.e74.C 
Ke d =z -= 


CJE -dx- ha 


I sen[In x]dx = x[sen(In x) — cos(In x)] + C 
16. 


x o] 
á 17. feed = -e"*( x^ +2x+2)+C 
Y i. 3 


y x x? 3 
18. [ xInxds -|z In(x) — 4 l Mii" 


l a : adh 97H y gx y? 
19, fer +x) e A O 
. ) In2  In2 In^2 3 





y 


p 


e >» |e wow" Y 


all 


: w^ 
&o8Bsbe6bb5bsgesvwevwe.*9.t99*t** 
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Resolver las integrales indefinidas 























dx Cosx dx e 
| -———— 15 EP TN 
; | se 7; Im t Sen^x 
2) |Cot(5x- 7)dx $ | Y dx . 
5-x* 
2x dx ! 
3) e 2a L. 
T l+ cos 2x) 17) j- 2 o 
Tan x E 
4) ( dx dx 
Cos'a o [XS 
Cos3x +3 * 
5) PF d dx 
Sen3x 19) | | Lx Hn 
6) |(Tan2x - Sec2x) dx e 
K f = +1 
7) [Cosi = r )dt l t 4 * 
dx ; 
2] NE. NN » 
8) [Csc^36 do [2 -3x y 
9) [e^ Senle” )ax 22) | [829 " 
4x — x* 
is US | | i 
10) f uu" dx 23) f aa dx a| 2 X > \ EX AX 
x —x+l | 71 | ` 
dx AE 
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